Untersuchungen zur Theorie

der periodischen Orbitale

fiir den Fall einer Kreisscheibe

im homogenen Magnetfeld

Diplomarbeit
von

Joachim Blaschke
aus Hof

durchgefithrt am Institut I fiir theoretische Physik
der Universitit Regensburg

unter Anleitung von Prof. Dr. M. Brack
Dezember 1995



4. korrigierte Auflage
16. - 20. Stiick
April 1996



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

2 Semiklassische Ansitze
2.1 Uberblick . . . . . . . .
2.2 Die Theorie der periodischen Bahnen . . . . . . . . ... ... ... .....

2.2.1
2.2.2
2.2.3

Die POT von Gutzwiller . . . . . . .. ... ... ... ........
Die POT von Creagh und Littlejohn . . . . ... ... ... .....
Anwendung der POT . . . . .. ... oo

3 Auswertung von semiklassischen Spurformeln
3.1 Konvergenz der PO-Summen . . . . .. ... ... 000000000
3.2 Billardsysteme . . . . . .. L

3.2.1
3.2.2

Analogie zur Fouriertransformation . . . . . .. .. .. ... .....
Numerische Auswertung . . . . . . . . . . . .. . ...

3.3 Allgemeine Systeme . . . . . . ..l
3.4 Der harmonische Oszillator als Beispiel . . . . . ... ... .00 ..
3.5 Fensterfunktionen . . . . . . ... Lo
3.6 Vergleich mit der Quantenmechanik . . . . . .. ... ... ... . .....
3.7 Zusammenfassung . . . . ... . e e e

4 Das Kreisbillard
4.1 Quantenmechanische Behandlung . . . . . . . ... ... ... ... ...,
4.2 EBK-Quantisierung . . . . . . . . . ... e e
4.3 Die semiklassische Spurformel . . . . . . .. ... 0 oL 0oL
4.4 Numerische Auswertung der Spurformel . . . . . . .. ... ... ... ...
4.5 Vergleich mit den quantenmechanischen Ergebnissen . . . . . ... ... ..
4.6 Bestimmung der POT-Eigenwerte . . . . . . . . .. ... ... ... .....

4.6.1
4.6.2
4.6.3
4.6.4

Bestimmung der Peakpositionen der PO-Summe . . . . . ... ...
Asymptotische Peakpositionen . . . . ... ... ... ........
Aharonov-Bohm-Billard . . . . . ... .. ... ... .........

Diskussion . . . . . . . .. e e e e

5 Das Kreisbillard im homogenen Feld
5.1 Die quantenmechanische Behandlung . . . . . ... ... ... ... .....
5.2 POT fiir beliebig starke Felder . . . . . ... ... ... .. ... ...,

5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.2.4

Klassifikation der klassischen periodischen Orbits . . . . . . .. . ..
Die Orbits mit Wandreflektionen . . . . . . ... .. .. ... ....
Die Zyklotronorbits . . . . . .. .. Lo oL L
Auswertung der PO-Summe . . . . . . ... ... ...

13
14
16
16
17
19
20
21
22
24

27
28
28
29
31
33
34
35
36
38
40



INHALTSVERZEICHNIS

5.3 POT fiir schwache Felder . . . ... .. ... ... ... ... ........
5.4 Vergleich der POT mit der QM . . . . . . . ... ... .. ...,
5.4.1 Der Bereich R. > R . . . . . . . . . i it
5.4.2 Der Bereich R. < R . . . . . . . i i i i e e
5.5 Randkorrekturen der POT . . . . . . .. ... ... oo
5.5.1 Zusammenhang zwischen Randeffekten und dem Maslov-Index . . .
5.5.2 Eindimensionale Ndherung der Randeffekte . . . . .. .. ... ...
5.5.3 Berechnung der Reflektionsphasen . . . . ... ... ... .. ....
5.5.4 Die POT-Summe mit effektiven Reflektionsphasen . . ... ... ..
5.6 Zusammenfassung der Ergebnisse . . . . .. ... 000000 oL

Leitwerte von Quantendots

Zusammenfassung

A Fehlerabschitzung bei Summation bis zum mg-Eck

Numerische Bestimmung der POT-Eigenwerte

B.1 Bestimmung der Peakpositionen der PO-Summe . . . . .. ... ... ...

B.2 Das Konvergenzverhalten der Peakpositionen . . . ... ... ... .....
B.2.1 Einflufl von mg auf die Peakpositionen . . . . . . ... ... ... ..
B.2.2 Einflufl von L,,., auf die Peakpositionen . . . . . . .. ... ... ..
B.2.3 Abhéngigkeit des Konvergenzverhaltens von der Fensterfunktion

B.3 Bestimmung der asymptotischen Peakpositionen . . . . ... ... ... ..

Nullstellenbestimmung von 1 F}
C.1 Abschétzung der Nullstelle . . . .. .. .. ... ... ... ... ...,
C.2 Iterative Verbesserung der Nullstelle . . . . . . . ... ... ... ... .

xi
xi
xii



Kapitel 1

Einfithrung

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit der Theorie der periodischen Bahnen, die meist nach dem
englischen Namen ,,Periodic Orbit Theory* als POT bezeichnet wird. Sie stellt iiber soge-
nannte Spurformeln einen Zusammenhang zwischen den klassischen periodischen Bahnen
eines Systems und dessen Zustandsdichte her. Fine solche Beschreibung quantenmecha-
nischer Effekte durch Grofien der klassischen Physik heifit semiklassisch. Diese Ansétze
sind Néaherungen, also in ihrem Giiltigkeitsbereich und ihrer Genauigkeit der Quantenme-
chanik unterlegen. Sie beziehen ihre Berechtigung zum einen aus dem ungleich grofieren
Mafi an Anschaulichkeit. Dadurch werden experimentell meibare Eigenschaften von Sy-
stemen oft auch intuitivem Verstéindnis und nicht nur numerischer Verifikation zugénglich.
Zum anderen sind solche Ansétze im Grenzbereich zwischen Quantenphysik und klassi-
scher Physik geeignete Werkzeuge. Dort, wo die klassische Physik aufgrund von Quan-
tenkorrekturen keine befriedigenden Ergebnise mehr liefert und der Rechenaufwand fiir
die quantenmechanische Losung aufgrund grofler Teilchenzahlen nicht mehr zu bewéltigen
ist, konnen semiklassische Methoden erfolgreich eingesetzt werden. Dabei ist die Frage
nach dem Giiltigkeitsbereich der semiklassischen N&herung natiirlich von entscheidender
Bedeutung. Diese Frage wird auch in dieser Arbeit immer wieder diskutiert werden. Es
wird dabei versucht, dem Fehler nicht nur einen numerischen Wert, sondern auch eine
physikalische Bedeutung zuzuordnen.

Die Untersuchungen werden an einem einfachen Modellsystem, dem Kreisbillard, durch-
gefithrt. Darunter versteht man einen zweidimensionalen, radialsymmetrischen Potential-
topf mit harten Winden. Dieses System ist wird ohne Feld, mit zentraler Flufllinie und
im homogenen Magnetfeld untersucht. Es ist in all diesen Féllen quantenmechanisch noch
exakt losbar, was eine Analyse der Fehler der POT erleichtert.

Die Arbeit ist in sechs Teile gegliedert. Nach dieser Einfiihrung wird zunichst in Kapitel 2
eine kurze Ubersicht iiber andere semiklassische Ansitze gegeben, um den Kontext dieser
Arbeit zu umreifien. Dabei werden auch die Grundideen der POT vorgestellt. Die POT
ermoglicht eine Darstellung der Einteilchenniveaudichte eines Systems als Summe iiber
dessen klassische periodische Bahnen, wobei als Summanden nur (von der periodischen
Bahn abhéngige) Gréfien der klassischen Physik auftreten. Diese Darstellung kann meist
nur die Grobstruktur der Niveaudichte reproduzieren. Reimann [35] hat festgestellt, dafl
die POT fiir den Fall des Kreisbillards sogar Ndherungen der einzelnen Energieniveaus lie-
fert. Das erste Ziel dieser Arbeit ist die genaue numerische Bestimmung dieser Werte und
deren Vergleich mit den Ergebnissen der Quantenmechanik sowie anderer semiklassischer
Naherungen.
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Bei der Auswertung von PO-Summen treten erhebliche Konvergenzprobleme auf. Ublicher-
weise werden diese Probleme durch das Einfithren einer exponentiellen Démpfung der
Beitrige langerer Orbits umgangen. Dieser Ansatz liefert aber fiir die Bestimmung der
Figenwerte keine ausreichend genaue Fehlerabschitzung. Kapitel 3 beschiftigt sich daher
detaillierter mit diesem Konvergenzproblem. Die zuniichst sehr formalen Uberlegungen
fithren auf eine allgemeinere Methode zur Auswertung von PO-Summen. Mit ihrer Hilfe
konnen die semiklassischen Naherungen der Eigenwerte des Kreisbillards mit engen Fehler-
grenzen bestimmt werden. Das wird in Kapitel 4 durchgefiihrt.

In letzter Zeit finden Quantendots grofles Interesse. Es handelt sich dabei um Halblei-
terheterostrukturen, in denen sich ein zweidimensionales Elektronengas ausbildet. Dieses
kann durch lithographische Methoden rdaumlich so eng begrenzt werden, dafl sich Quan-
tisierungseffekte zeigen. Das Kreisbillard ist als einfaches Modell fiir runde Quantendots
geeignet. In einer einfachen Niherung ist Leitwert eines Quantendots, der durch Punktkon-
takte mit dem umliegenden Elektronengas verbunden ist, proportional zur Niveaudichte
des Kreisbillards an der Fermikante. Fiir diesen Fall damit ist eine Bestimmung der Leit-
werte mit den Methoden der POT moglich. Perssons [31] Messungen der Leitwerte von
Quantendots im Magnetfeld motivierten semiklassische Untersuchungen des Kreisbillards
im homogenen Feld. Reimann [35, 34] hat fiir dieses System eine Niherung der POT
fiir schwache Felder vorgestellt. Die von ihr berechnete Schalenstruktur zeigt mit den ge-
messenen Leitwerten bei kleinen Feldern qualitative Ubereinstimmung. Ziel dieser Arbeit
war die Entwicklung einer Spurformel fiir beliebig starke Felder. Diese wird in Kapitel 5
vorgestellt. In Kapitel 6 werden die semiklassisch berechneten Schalenstrukturen mit den
Experimenten bei schwachen Feldern von Persson [31] verglichen. Ein Ausblick auf das zu
erwartende Verhalten bei starken Feldern beschliefit die Arbeit.



Kapitel 2
Semiklassische Ansatze

Dieses Kapitel enthilt einen Uberblick iiber historische und aktuelle Ansitze semi-
klassischer Ndiherungen. Dazu werden die Grundideen der Semiklassik erldutert. Nach
diesem knappen Finblick in den Kontext der Arbeit wird der im weiteren verwendete

Ansatz, die Theorie der periodischen Bahnen nach Gutzwiller bzw. Creagh, vorgestellt.

2.1 Uberblick

Die Entwicklung der Quantenmechanik wurde um 1900 mit der Planck-Hypothese aus-
gelost. Diese besagt, dafl Energien nicht kontinuierlich, sondern in kleinsten Einheiten,
also gequantelt, auftreten. Mit dieser Annahme konnte Planck das Strahlungsgesetz des
schwarzen Korpers erstmals im gesamten Spektralbereich korrekt beschreiben. Niels Bohr
gelang die Erklarung der diskreten Energieniveaus des Wasserstoffs mit dem Postulat der
gequantelten Wirkungen, der sogenannten Bohrschen Quantisierungsregel:

S = ]{pdq =2mnh (n € IN) . (2.1)

Danach sind nur Zusténde mit solchen Energien erlaubt, bei denen die Wirkung langs des
klassischen Wegs bei einer Periode ein ganzzahliges Vielfaches von 27h ist.

Fin solcher Ansatz, der mit den Methoden der klassischen Physik versucht, mikroskopisch
korrekte Ergebnisse zu erreichen, wird als semiklassisch bezeichnet. Auch nach Aufstel-
len der Wellenfunktionsdynamik von Schrédinger, die heute als korrekte Beschreibung fiir
mikroskopische Systeme anerkannt wird, ist das Interesse an solchen Ansétzen erhalten
geblieben. Das liegt zum einen an der, im Vorwort schon erwihnten, grofieren Anschau-
lichkeit mechanischer Modelle. Zum anderen ist der numerische Aufwand zur Berechnung
der semiklassischen Niherung meist um Gréflenordnungen geringer als der fiir die exakte
quantenmechanische Losung. Inzwischen wurde eine Vielzahl semiklassischer Niherungen
entwickelt. Um den in dieser Arbeit verwendeten Weg in diesen Kontext einordnen zu
konnen, werden in einem groben Uberblick die verschiedenen Ansétze zuniichst kurz cha-
rakterisiert.
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Historischer Ausgangspunkt ist die oben genannte Bohrsche Quantisierungsregel. Ihre Er-
weiterung auf mehrdimensionale, separable Systeme ist unter dem Namen Bohr-Sommer-
feld-Quantisierung bekannt:

&zfmm:mwh(mem) : (2.2)

Beide Ansitze sind prinzipiell nur auf integrable Systeme anwendbar, also auf solche, die
ebenso viele (f) Freiheitsgrade wie Erhaltungsgrofien besitzen. Genau bei diesen Systemen
ist die Phasenraumdynamik auf der Oberflaiche eines f-dimensionalen Torus lokalisiert.
Damit konnte Einstein [16] 1917 die Bohr-Sommerfeld-Quantisierung durch

sn:fﬁ@ewwh(mem) , (2.3)

in einer gegen kanonische Transformationen invarianten, auch fiir nicht-separable Syste-
me giiltigen Form verallgemeinern. Bei dieser sogenannten Torusquantisierung ist direkt
erkennbar, dafl nur integrable Systeme behandelt werden kénnen: Die Quantisierung der
Wirkungen muf§ genau lings der topologisch unabhiingigen geschlossenen Bahnen I'; auf
dem (eben nur in integrablen Systemen existenten) Phasenraumtorus vorgenommen wer-
den.

All diese Ansitze postulieren einen direkten Zusammenhang zwischen einer klassischen
Grofle (einer klassischen Bahn bzw. dem klassisch invarianten Torus) und den Quanten-
zustidnden eines Systems. Es wird sich spéter herausstellen, dafl im allgemeinen kein solcher
direkter Zusammenhang besteht.

Diese empirischen Postulate der Wirkungsquantisierung wurden bald von der Wellenme-
chanik, die die experimentellen Ergebnisse besser erkliren konnte, abgelost. Ausgehend
von der Schrodingergleichung entwickelte sich eine zweite Gruppe semiklassischer Ansétze.
Wentzel [46] und Brillouin [10] entwickelten unabhiingig voneinander 1926 eine Methode
zur iterativen Berechnung eindimensionaler Wellenfunktionen. Der erste Iterationsschritt
entspricht einer Ndherung der Schrédingergleichung in erster Ordnung in A, in der nur
Groflen der klassischen Mechanik auftreten. Die Eigenwerte dieser Approximation ent-
sprechen denen der Bohrschen Quantisierungsregel. Kramers [28] erkannte, daf die Nihe-
rung in der Nahe eines klassischen Umkehrpunktes zusammenbricht. Er 16ste daher die
Schrodingergleichung in der Umgebung der klassischen Umkehrpunkte exakt und pafite
die Phasen der genéiherten Wellenfunktionen in groflem Abstand an die exakte Losung an.
Diese ,,connection formulas“ ergeben die Quantisierungsbedingung

S = 2k <n + %) (nelN) | (2.4)

wobei a € INg von der Art der Umkehrpunkte abhéngt. Diese Regel ist als korrigierte Bohr-
Sommerfeld-Quantisierung bekannt. Die Naherung der Schrodingergleichung mit dem An-
satz von Wentzel, Kramers und Brillouin wird nach den Autoren meist als WKB-Methode
bezeichnet. Der Term «/2 in der Quantisierungsbedingung entspricht einer zusitzlichen
Phase von —7/2 je Umkehrpunkt bzw. —7 pro Reflektion an einer harten Wand. In Ka-
pitel 5.5.3 wird dieser Phasenfaktor nochmals genauer diskutiert.

Eine entsprechende Korrektur der Torusquantisierung wurde 1956 von Keller [25] vorge-
stellt. Die mehrdimensionalen Entsprechungen der eindimensionalen Umkehrpunkte, die
Kaustiken, fithren wieder zu zusétzlichen Phasen. Die Quantisierungsbedingung lautet da-
mit

Sr, = 2rh (nz + %) (n; e N) . (2.5)
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Das ist als EBK-Ndherung nach Einstein, Brillouin und Keller bekannt.

WKB- und EBK-Né&herung ermoglichen nicht nur eine Approximation der Eigenwerte,
sondern auch der Wellenfunktionen. Sie sind aber, genau wie die oben beschriebenen Wir-
kungsquantisierungen, nur auf integrable Systeme anwendbar.

Fiir nichtintegrable Systeme gab es bis 1970, als Gutzwiller [20] die Theorie periodischer
Bahnen (POT) entwickelte, keine semiklassische Beschreibung. Die Grundideen der POT
sind im n#chsten Kapitel dargestellt. Das Ergebnis der Analyse Gutzwillers ist die Dar-
stellung der Niveaudichte eines Systems in einer ,,PO-Summe*, einer Sumine, die sich iiber
alle klassischen, periodischen Bahnen mit Energie E erstreckt. Damit werden die Quan-
tenzustinde mit der Gesamtheit aller klassischen Orbits in Verbindung gebracht.

Mit dem Ansatz von Gutzwiller wurden auch nichtintegrable und chaotische Systeme einer
semiklassischen Beschreibung zugénglich. Das hat das Interesse an semiklassischen For-
mulierungen stark vergréflert, so dafl in der darauffolgenden Zeit viele neue semiklassische
Ansiitze entwickelt wurden. Besonders bekannt ist die Methode von Berry und Tabor [6],
die mit Hilfe von Poisson-Summationen und Sattelpunktsndherungen aus den impliziten
Losungen der EBK-Quantisierung eine PO-Summe ableitet. Balian und Bloch [3, 4] ver-
wenden eine Entwicklung der Greensfunktion nach Reflektionen und erhalten im wesentli-
chen zur POT von Gutzwiller identische Resultate. Ihr Formalismus kann allerdings im
Gegensatz zu Gutzwillers POT — auch Systeme mit kontinuierlichen Symmetrien behan-
deln. Eine entsprechende Erweiterung der POT von Gutzwiller wurde von Strutinsky und
Magner [39] und in allgemeiner Form von Creagh und Littlejohn [14] durchgefiihrt. Diese
Methode ist Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit und wird im néichsten Abschnitt
vorgestellt. Allen semiklassischen Naherungen gemeinsam ist die Idee, die quantenmecha-
nische Beschreibung an geeigneten Stellen nach Potenzen von h zu entwickeln und sich auf
den fithrenden Term zu beschrdnken. Das entspricht im wesentlichen der Ndherung der
Wellenfunktion durch eine ebene Welle mit dem Wellenvektor k() = /£ — V(7). Es gibt
in jlingster Zeit auch Versuche, eine systematische Entwicklung bis zu héheren Ordnungen
in A durchzufithren (vergleiche z.B. Gaspard und Alonso [17]). Solche Berechnungen sind
jedoch sehr aufwendig.
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2.2 Die Theorie der periodischen Bahnen

2.2.1 Die POT von Gutzwiller

Mit der Verdffentlichung von Gutzwiller [20] begann die Renaissance der semiklassischen
Beschreibungen. Die POT war die erste Moglichkeit, auch nicht-integrable Systeme semi-
klassisch zu behandeln. Das Interesse an der POT wurde noch dadurch verstéirkt, daf} sie
auch chaotische Systeme beschreiben kann. Da diese Arbeit eine Weiterentwicklung der
POT von Gutzwiller verwendet, sollen die wichtigsten Schritte bei deren Ableitung kurz
vorgestellt werden.

Ausgangspunkt ist der Propagator in der Feynman-Pfadintegraldarstellung

K", r, ) /F DT (2.6)
Dabei geht das Integral iiber alle (nicht nur die klassischen) Pfade T' von r’ nach r” in
der Zeit t. R ist die (gesamte) Wirkung, die mit R = [ £dt¢ das Integral lings des Weges
iiber die Lagrangefunktion £ des Systems ist. Eine Sattelpunktsniherung in R reduziert
das unendlichdimensionale Integral auf eine gewichtete Summe iiber die dominanten Pfade.
Das sind diejenigen, auf denen R stationér wird. Nach dem Lagrangeschen Extremalprinzip
sind das genau die klassischen Trajektorien. Damit 148t sich der Popagator durch

1 \"/2 0’R ‘R
Km( ) dot |- 2L | if 2.
(r o ) 2mih klaéche ‘ or"or’ . ( 7)
Bahnen

approximieren. Diese Darstellung 148t sich bis 1927 auf Van Vleck [43] zuriickverfolgen.
1951 wurde sie von Morette [29] auf diese Weise aus dem Pfadintegral abgeleitet. Die
Greensfunktion ist iiber eine Laplace-Transformation aus dem Propagator zu berechnen:
"o i1 e "no_ LBt
G(r",r',FE) ~ ———/ K(r",x' t)en™"dt . (2.8)
hmJo

Mit einer Sattelpunktsniherung ist diese Integration wieder analytisch durchfiihrbar, die
Summation erfolgt dann iiber alle klassischen Bahnen der Energie E von r’ nach r”.
Gutzwiller beriicksichtigt zusitzlich die Effekte an den konjugierten Punkten, an denen
die verwendete Sattelpunktsndherung versagt. Das ist analog zur Beriicksichtigung der
Umkehrpunkte in der WBK-Nédherung und entspricht der physikalischen Forderung

K(x3,x1,1) :/K(x?),fﬂz,t)K(@,ﬂEl,t) day

fiir den Propagator. Diese Bedingung fithrt wieder zu zusétzlichen Phasentermen —pum /2.
Der sogenannte Maslov-Indez 1 ist nur durch die Topologie der Bahn bestimmt.
Die Niveaudichte ergibt sich aus dem Imaginérteil der Spur der Greensfunktion:

1 1
gp = S W|GK) = -8 [GW. B (2.9)

Die Spurbildung wertet die Greensfunktion an r” = r’ aus. Fiir die Pfade von r’ nach
r” in Limes r” — r’ gibt es prinzipiell zwei Moglichkeiten, die in Abbildung 2.1 am Bei-
spiel eines Billardsystems illustriert sind. Als indirekte Bahnen bezeichnet man solche,
die auch im Limes r” — r’ eine endliche Linge haben; direkte Bahnen sind die, deren
Linge bei r’ = r’ verschwindet. Bei der Auswertung der Spur der Greensfunktion ist eine
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Abbildung 2.1: Skizze der direkten und indirekten Bahnen von v’ nach r” in einem
Billardsystem (nach [35]).

Sattelpunktsndherung notig, die fiir die direkten Pfade zusammenbricht. Eine gesonderte
Analyse der Spur fiir diese Pfade zeigt, daf} sie genau den Thomas-Fermi-Anteil der Ni-
veaudichte ergeben. Bei der semiklassischen Berechnung wird die Niveaudichte daher in
zwei Teile aufgespalten:

ge = gr +098 - (2.10)

Dabei ist gg der sogenannte glatte Anteil der Niveaudichte, der dem Beitrag der direk-
ten Bahnen entspicht und der zur (erweiterten) Thomas-Fermi-Niveaudichte identisch ist.
Der oszillierende Anteil gg der Niveaudichte kommt von den indirekten Bahnen. Die
Sattelpunktsndherung ergibt fiir diese:

S 71'
hz mcos( (u+u)§) . (2.11)

Die Summation erstreckt sich jetzt nur noch iiber alle klassischen periodischen Bahnen,
die im folgenden als PO bezeichnet werden.

In Gleichung 2.11 ist M die sogenannte Monodromiematrix, die der Sensibilitit einer Bahn
gegen Anderungen der Anfangsbedingungen entspricht. p ist der Maslov-Index und v ein
zusitzlicher Term, der das Vorzeichen von det(M — I) enthélt. Tp ist die Umlaufzeit um
ein primitives Orbit, d.h. die Laufzeit bis zu dem Punkt, an dem sich die Bahn im Pha-
senraum das erstenmal schlief3t.

Die Ableitung von Gleichung 2.11 ist in der vorgestellten Form nur fiir isolierte Bahnen
giiltig. Darunter versteht man Bahnen, denen im Phasenraum keine anderen klassischen,
periodischen Bahnen mit gleicher Energie benachbart sind. Fiir nicht-isolierte Bahnen
bricht die verwendete Sattelpunktsniherung zusammen, was Divergenzen der ,, Amplitu-
den“ Ty/+/| det(M — I)| verursacht. Dafiir ist schon von Gutzwiller 1970 [20] eine einfache
Interpretation angegeben worden: Die POT ersetzt im wesentlichen die Dynamik der Wel-
lenfunktionen durch die klassischen Trajektorien. Diese Néherung ist also analog zu dem
Ubergang von der Wellenoptik zur geometrischen Optik. In einem Fokuspunkt wird die
Intensitét eines Lichtbiindels gem#f der geometrischen Optik unendlich. Das entspricht
den hier auftretenden Divergenzen. Die Wellenoptik ergibt allerdings eine endliche Inten-
sitdt im Bereich einer Wellenlénge. Die Wellenldinge —und daher die Intensitéit im Fokus—
hingen vom Wert von h ab, der in der Strahlenoptik nicht auftritt. Analog ist bei den
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in der Spurformel aufgrund der Symmetrien auftretenden Divergenzen keine unendliche,
sondern eine um eine Ordnung von VA groBere Amplitude zu erwarten.

Die Spurformel von Gutzwiller kann also, da sie nur fiir isolierte Bahnen gilt, keine Sy-
steme mit kontinuierlichen Symmetrien beschreiben. Die Erweiterung der POT auf solche
Systeme wird im néichsten Abschnitt vorgestellt.

2.2.2 Die POT von Creagh und Littlejohn

Erweiterungen der POT auf Systeme mit kontinuierlichen Symmetrien wurden von Stru-
tinsky und Magner [39] und, in allgemeinerer Form, von Creagh und Littlejohn [14] angege-
ben. Letztere ist Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit und soll nun vorgestellt werden.
Die Grundidee von Creagh und Littlejohn zur Erweiterung der POT auf Systeme mit kon-
tinuierlichen Symmetrien ist eine Abspaltung der Symmetrieentartung im Hamiltonian.
Das symmetriereduzierte System kann dann analog zu Gutzwillers Vorgehen behandelt
werden, wihrend die Dynamik in den Koordinaten, nach denen die Hamiltonfunktion ent-
artet ist, exakt berechnet werden kann. Diese Analyse ist sehr aufwendig, sodafl hier nur
das Ergebnis zitiert wird. Die Spurformel eines symmetrieentarteten Systems! ergibt sich
zu

1 1

St . &
3 [_72 [ atdutg) K|z o | =
T T

POT .
b9 = ih (2mih)F/2

N N

S [Z Apeisrfwr’%] . (2.12)
r

k ist dabei die Dimension der Symmetrieentartung. Der Vorfaktor der Spurformel ist pro-
portional zu h~%/2, 50 daB z.B. Bahnen mit eindimensionaler (kontinuierlicher) Symmetrie
um den Faktor ~'/? stirker gewichtet sind als isolierte Orbits. Das deckt sich mit der
oben angefithrten physikalischen Erklarung der Divergenz der urspriinglichen Spurformel
von Gutzwiller fiir den Fall von Symmetrieentartungen. Der Term [, d¢ entspricht der
Umlaufzeit Tj um das primitive Orbit; [ du(g) ist das Integral iiber die Symmetrieentar-
tung. u(g) ist dabei das Mafl der Gruppe, die die Symmetrie erzeugt. K ist das Produkt
aus drei Faktoren:

K = Qdet(W)det(M —I) . (2.13)

(M —I) entspricht dem Term (M —1I) in der urspriinglichen Spurformel von Gutzwiller. Die
Tilde auf dem M soll lediglich andeuten, daf in diesem Fall nur das symmetriereduzierte
Teilsystem betrachtet werden mufl. () hingt nicht von der Dynamik, sondern lediglich
von der Symmetriegruppe ab. Fiir abelsche Symmetrien ist Q = 1, fiir dreidimensionale
Rotationssymmetrie ist Q = J 2, wobei J der gesamte Drehimpuls ist.

Eine Bahn, die im symmetriereduzierten Teilsystem periodisch ist, mufl das im vollstandi-
gen Phasenraum nicht sein. Dieser Effekt der Symmetriereduktion wird durch den Faktor
det(W) berticksichtigt, wobei W durch

00;
0J;

bestimmt ist. Dabei sind ©; die erzeugenden Operatoren der Symmetrie und J; die da-
zugehorigen Erhaltungsgrofien. Die genaue Konstruktion dieser Koordinaten in mehreren

W:

(2.14)

!'Dies ist nicht die allgemeinste Form, die von Creagh und Littlejohn angegeben wird, sondern eine (im
folgenden unwesentliche) Einschrinkung, die auch in [12] vorgestellt wird.
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Dimensionen ist in [14] angegeben. Die letzte unbekannte Grofle in Gleichung 2.12 ist o, das
als 0 = p— 0 definiert ist. Dabei ist § die Zahl der negativen FEigenwerte der Matrix W und
entspricht der Phasenkorrektur der Vorzeichenwechsel von det(W). p ist der Maslov-Index.
Zu seiner Bestimmung werden von Creagh und Littlejohn geometrische Interpretationen
des Phasenraums angegeben [13]. In einfachen Fillen ist der Maslov-Index auch aus der
Bewegung im Ortsraum ablesbar. Fiir jede Reflektion an einer harten Wand ist p = 2,
an jeder Kaustik p = 1. Eine Kaustik ist bei Creagh und Littlejohn die Grenzfliche der
klassischen Bahnen, die von einem Punkt mit leicht unterschiedlichen ©; ausgehen. Das
ist in Abbildung 2.2(A) fiir den Fall eines Kreisbillards dargestellt. Die Definitionen von
Kaustik oder konjugiertem Punkt variiert allerdings stark zwischen den Autoren. In Ab-
bildung 2.2(B) ist noch die Definition von Keller skizziert: Bei ihm sind Kaustiken durch
die Beriihrflichen eines periodischen Orbits bestimmt.

Damit sind alle Grolen in der PO-Summe nach Gleichung 2.12 beschrieben. In Kapitel 5

Abbildung 2.2: Die Definitionen von konjugierten Punkten oder Kaustiken mach
Creagh und Littlejohn (A) und Keller (B)

wird mit Hilfe dieser Spurformel das Kreisbillard im homogenen Magnetfeld behandelt.
Der in Gleichung 2.12 hergestellte Zusammenhang zwischen der Zustandsdichte eines Sy-
stems und seinen klassischen periodischen Bahnen darf nicht iiberinterpretiert werden. Die
klassischen Bahnen ,erzeugen“ nur im Sinn der Sattelpunktsnidherung die Niveaudichte
des Systems. Sie sind die Repréisentanten der Bereiche im Phasenraum, in denen die Wir-
kung fast konstant ist. Diese Bereiche, nicht die klassischen periodischen Bahnen selbst,
liefern den dominanten Beitrag zum Pfadintegral.

2.2.3 Anwendung der POT

Die POT beschreibt die Niveaudichte eines Einteilchensystems als Summe von Termen der
Form Ar cos ®r iiber alle klassischen, periodischen Bahnen I'. Bei Vielteilchensystemen
mit groflen Teilchenzahlen ist das Modell der Einteilchenbewegung in einem effektiven Po-
tential, das das Mittel aller Wechselwirkungen und Korrelationen der Teilchen enthélt, in
vielen Fillen eine gute Néherung. Kennt man dieses effektive Potential (z.B. aus selbstkon-
sistenten Dichtefunktionalrechnungen) oder seine phéinomenologische Parametrisierung
(z.B. Wood-Saxon-Potentiale fiir Kerne), so ist das Vielteilchensystem als effektives Ein-
teilchensystem zu behandeln. Auf diese Weise sind auch Vielteilchensysteme fiir eine se-
miklassische Beschreibung zugénglich.

Bei den im folgenden betrachteten Fermionensystemen besetzen die N Teilchen im Grund-
zustand aufgrund des Pauliprinzips die N Zustinde mit den niedrigsten Energien. Der Ab-
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stand zwischen dem letzten besetzten und dem niichsten (freien) Niveau ist die minimale
Anregungsenergie des Systems und bestimmt damit seine Stabilitdt. Die Eigenenergien
sind nicht Aquidistant? sondern bilden Gruppen, die sogenannten Schalen. Ist der Abstand
zum ersten unbesetzen Niveau besonders grofl, spricht man von einem Schalenabschlufs.
Das System ist dann stabiler als die Systeme mit etwas mehr oder etwas weniger Teilchen,
es ist magisch. Die starke Variation der Stabilitéit (und anderer physikalischer Grofien) mit
der Teilchenzahl wird unter dem Begriff der Schaleneffekte zusammengefafit. Diese treten
in allen endlichen Fermionensystemen auf. Die bekanntesten Beispiele sind die magischen
Zahlen bei den Atomkernen, die Schalenabschliisse des elektronischen Systems bei den
chemisch stabilen Edelgasen, die magischen Zahlen bei Metallclustern oder auch, was in
letzter Zeit grofles Interesse findet, bei den Eigenschaften von Quantendots.

Diese Schalenstruktur ist aber nicht nur in den Eigenwerten, sondern schon in der geglitte-
ten Niveaudichte enthalten. Darunter versteht man die Faltung der quantenmechanischen
Eigenwerte mit einer Glattungsfunktion, typischerweise einer Gauss-Kurve. Wihlt man
die charakteristische Breite v dieser Glattungsfunktion gréfier als die Niveauabstdnde in-
nerhalb einer Schale, aber kleiner als die Schalenabstéinde, so wird zwar iiber die eng be-
nachbarten Niveaus einer Schale gemittelt, nicht aber iiber verschiedene Schalen hinweg,.
Ein Minimum der geldtteten Niveaudichte entspricht dann genau einem Schalenabschlufl.
Eine solche Mittelung beschreibt die in realen Systemen auftretenden Storungen meist
sehr gut. So verbreitert sich eine Spektrallinie schon durch Lebensdauereffekte von ei-
nem J-Peak zu einer Lorenzkurve. Endliche Temperaturen und Storstellen fithren zu einer
Verbreiterung der Niveaus, die etwa einer Gauss-Kurve entspricht. Dadurch sind im Ex-
periment die einzelnen Energieniveaus oft nicht auflésbar, und es wird nur eine gemittelte
Niveaudichte beobachtet. Fiir die physikalischen Eigenschaften eines Systems ist daher die
exakte Lage der Energieniveaus oft nicht relevant; die wesentliche Gréfe ist die Schalen-
struktur, die der gemittelten Niveaudichte entspricht.

In Kapitel 3 wird gezeigt, daf§ die Auswertung der semiklassischen Spurformel automa-
tisch auf eine solche Mittelung fithrt. Die Berechnung der Spurformel wird einfacher, wenn
nur grobe Strukturen der Niveaudichte betrachtet werden sollen. Bei der quantenmechani-
schen Berechnung tritt der entgegegesetzte Effekt ein: Zur Berechnung der Grobstruktur
der Niveaudichte ist ein grofles « bei der Mittelung nétig, und es miissen mehr Eigenwerte
beriicksichtigt werden.

Mit der POT konnen somit (unter anderem) alle Systeme beschrieben werden, bei de-
nen die effektive Einteilchenniherung gerechtfertigt und das effektive Einteilchenpotential
bekannt ist. Sie eignet sich besonders zur Berechnung der Schalenstruktur eines Systems.
Diese Schalenstruktur schligt sich in endlichen Fermionensystemen in vielen physikalischen
Groflen nieder und ist daher héufig einer experimentellen Bestimmung zugénglich.

2Die Ausnahme ist der harmonische Oszillator.



Kapitel 3

Auswertung von semiklassischen
Spurformeln

In diesem Abschnitt werden die Schwierigkeiten bei der praktischen Auswertung von
semiklassischen Spurformeln behandelt. Die Konvergenzprobleme der Spurformeln lie-
gen an der Verwendung eines ungeeigneten Konvergenzbegriffes. Der fiir solche Pro-
bleme angemessene Konvergenzbegriff wird vorgestellt. Die Analogie zur Fouriertrans-
formation wird ausgenutzt, um fiir eine groffe Gruppe von Systemen ein mit diesem
Konvergenzbegriff konsistentes Verfahren zur numerischen Approzimation zu ent-
wickeln. Die tbliche Gauss-Gldttung der Niveaudichte ist als Spezialfall in diesem
Verfahren enthalten.

Eine analytische Summation von Spurformeln der Form 2.11 und 2.12 oder von vergleich-
baren Ausdriicken von Berry und Tabor [6] ist nur in Ausnahmeféllen moglich (ein Beispiel
dafiir ist der harmonische Oszillator [?]). Bei der numerischen Auswertung treten erheb-
liche Konvergenzprobleme auf. Im allgemeinen werden die Grenzen der semiklassischen
Methode, also die Fehler durch Beschrinkung auf die fiihrende Ordnung in A, fiir diese Di-
vergenzen verantwortlich gemacht [3]. Da diese Fehler fiir lingere Bahnen groer werden,
wird damit eine (meist exponentielle) Unterdriickung der Beitrige der lingeren Bahnen
zur PO-Summe gerechtfertigt.

Die Methode von Balian und Bloch [4] umgeht dieses Problem elegant durch die Ein-
fithrung eines kleinen Imagindrteils in die Energie’. Das entspricht der Ersetzung der
0—Peaks der quantenmechanischen Niveaudichte durch Lorenz-Kurven und analog einer
Faltung der semiklassischen Niveaudichte mit einer solchen Funktion. In Ndherung ist das
wieder dquivalent zu einer exponentiellen Unterdriickung der Beitridge langerer Bahnen.
Diese Methode des sogenannten ,smoothing“ der Niveaudichte hat sich inzwischen als
Standard etabliert.

Hier wird ein anderer, allgemeinerer Ansatz gewiihlt. Statt physikalische Argumente zu
verwenden, die die Manipulation an der Spurformel zur Vermeidung der Divergenzen recht-
fertigen, werden die PO-Summen rein mathematisch betrachtet. Von diesem Standpunkt
aus ergeben sich die Konvergenzprobleme lediglich aus der Verwendung eines ungeeigne-
ten Konvergenzbegriffs. Die fiir Spurformeln geeignete Definition von Konvergenz wird
in Abschnitt 3.1 vorgestellt. Die enge Analogie zur Fouriertransformation ermdglicht eine

!'Damit beriicksichtigen sie gleichzeitig sogenannte imagindre Orbits in klassisch verbotenen Bereichen.
Diese Orbits sind in der Umgebung von Orbitbifurkationen und bei Tunneleffekten relevant und miissen
in anderen Ansétzen zusitzlich eingefithrt werden.
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sehr exakte Beschreibung der Effekte einer numerischen Auswertung von PO-Summen.
Das wird zundchst im Kapitel 3.2 fiir den Spezialfall der Billards vorgestellt und in Ka-
pitel 3.3 auf allgemeinere Systeme erweitert. Ergebnis ist ein Verfahren zur numerischen
Auswertung von Spurformeln, das das bekannte ,,smoothing” als Spezialfall enthilt.
Untersucht wird eine Spurformel des Typs von Gleichung 2.12. In diesem Kapitel wird
zur Vereinfachung der Notation der Vorfaktor —%%[ ..] nicht mitnotiert. Um die Zahl
der Indices nicht unnétig zu vergrofern, wird dafiir weiterhin die Schreibweise "°Tdgp
verwendet. Die unterdriickten Faktoren kénnen bei Bedarf bei jedem Term, in dem eine
Exponentialfunktion auftritt, ergdnzt werden.

3.1 Konvergenz der PO-Summen

Die Konvergenz einer Summe Y, a, ist in C (bzw. in R) iiblicherweise (vergleiche z.B. [44])
definiert als

oo
Z an konvergent gegen ¢ & Ve >0 Img € IN Vim > myg

n=1

<e. (3.1)

m
Zan —c
n=0

Der Wert einer Spurformel soll nicht von der Summationsreihenfolge abhéngen. Das ist
genau dann der Fall, wenn die Summe absolut konvergent ist:

oo o0
> an absolut konvergent = > an| < oo . (3.2)
n=1 n=1

Falls man auch +oo als mogliche Summenwerte zulassen mochte, ist dieses Kriterium durch
das der unbedingten Konvergenz

Zan unbed. kgt. & Z anp, Z ap ¢ # {00, —o0} (3.3)
n=1 n=1

n=1
an>0 an <0

zu ersetzen. Typische PO-Summen nach Gleichung 2.12 erfiillen keine dieser Voraus-
setzungen?. Das bedeutet, da der Wert der PO-Summe (falls er iiberhaupt existiert)
von der Summationsreihenfolge abhingt?

Die Spurformel der POT ist eine Approximation der quantenmechanischen Niveaudichte.
Diese ist mit Mgr = >, 0(E — &) eine Summe von d-Funktionen an den Eigenwerten
en. Die Konvergenz einer Funktionenfolge gegen eine d-Funktion kann nicht mit den oben
genannten Konvergenzkriterien behandelt werden. Falls die semiklassische Néherung gut
genug ist, die d—Funktionen der Niveaudichte zu reproduzieren, ist keine Konvergenz im
Sinne der oben angegebenen Definitionen zu erwarten. Die Konvergenzprobleme der PO-
Summen liegen also an der Verwendung eines unangemessenen Konvergenzbegriffs. Der
zur Behandlung von Spurformeln geeignete Konvergenzbegriff ist der der Distributions-
theorie. Hier sind die nétigen Grunglagen [2, 45] kurz zusammengefaft.

Distributionen gehoren zur Menge der Abbildungen P von Funktionen F' in die komplexen
Zahlen. Diese Abbildung wird meist als Skalarprodukt (. ,.) geschrieben:

P: F—C, P[F|=(P,F)=ceC . (3.4)

2Im Anhang A wird fiir das Kreisbillard gezeigt, da es Energien gibt, fiir die die PO-Summe nicht
unbedingt konvergent ist. Diese Werte von E haben sogar Hiufungspunkte, sind also nicht isoliert.

3Diese Abhiingigkeit ist nach dem Riemannschen Umordnungssatz sehr stark: Fiir eine nicht unbedingt
konvergente Summe ist es moglich, eine Summationsreihenfolge zu wihlen, mit der die Summe gegen einen
beliebig gewihlten Grenzwert konvergiert oder auch divergiert (vergleiche z.B. [44]).
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Eine Distribution mufl zusitzlich linear

(PAF + uG) = MNP, F) + u(P,G) (3.5)
und stetig
th €T, th ———t = (Pt,) —— (P,t) (3.6)

sein. Dabei ist 7" die Menge der sogenannten Testfunktionen*. Die Konvergenz von Distri-
butionen ist iiber das Skalarprodukt definiert (schwache Konvergenz):

n—oo n—oo

P,——P & VteT dceC sodaB (P,,t) ——c (3.7)

Dabei ist die Konvergenz auf der rechten Seite die Konvergenz in C. Das Skalarprodukt
148t sich fiir lokal integrable Funktionen F'(z) mit dem Integral identifizieren

Ljp@mmm - (FG) (3.8)

womit lokal integrable Funktionen eine Teilmenge der Distributionen sind. Auch die be-
kannte d—Funktion ist eine Distribution:

/ja@m@m — 5, =G0) (€C) . (3.9)

Mit diesen Begriffen 148t sich die Konvergenz von PO-Summen formulieren. Fiir eine belie-
bige Numerierung I';,, (m € IN) der periodischen Bahnen I" definiert man die Teilsummen
P,, der Spurformel

Pyi= 3 Al o (3.10)
m=0

Damit die PO-Summe wohldefiniert ist, mufl der Grenzwert zusétzlich unabhingig von der
gew#ihlten Nummerierung der Orbits (d.h. von der Summationsreihenfolge) sein. Mit

T - iS(FW(m)) —io(T ES
P = 30 A F et 11
m=0

wobei 7 eine Permutation aus der Menge aller Permutationen II ist, lautet dann das
Konvergenzkriterium fiir semiklassische Spurformeln

;50 _ionm
ZAFGZ R TOT R konvergent <
r

n—oo

= VteT deeC soda Vrnell: (PI,t) ——c . (3.12)

Wenn man von der Konvergenz der PO-Summe spricht, muf also diese Bedingung getestet
werden. Konvergenzbetrachtungen nach Gleichung 3.1 sind mathematisch nicht sinnvoll.
Diese Uberpriifung von Gleichung 3.12 ist jedoch so aufwendig, daB sie in dieser Arbeit
nicht durchgefiihrt wurde. Im folgenden wird daher angenommen, dafl alle verwendeten
PO-Summen im Sinne von Gleichung 3.12 konvergent sind. Falls diese Bedingung erfiillt

4Testfunktionen sind beliebig oft stetig differenzierbare, finite Funktionen. Fiir physikalische Anwen-
dungen geniigt die vereinfachte Definition

teT & teC® AdppeR:Vz|>z0 t(z)=0
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ist, ist die PO-Summe nach einer Intergration® eine ,normale* Funktion. So kénnen z.B.
gefaltete Niveaudichten g(F) = f(F) oder Zustandssummen Z(FEp) = fgﬁo gr dE mit
dem Konvergenzbegriff von Gleichung 3.1 behandelt werden. Im néchsten Abschnitt wird
gezeigt, daf die praktische Auswertung der PO-Summe fiir viele Systeme von selbst zu
einer solchen Faltung fiihrt.

3.2 Billardsysteme

Die Struktur der PO-Summe nach Gleichung 2.12 erinnert an eine Fouriertransforma-
tion (FT). Es liegt daher nahe zu versuchen, die Kenntnisse iiber Fouriertransformationen
auf Spurformeln zu iibertragen. Das wird hier zunéchst am Beispiel von Billardsystemen
durchgefiihrt, eine Erweiterung auf allgemeinere Systeme wird in Abschnitt 3.3 gegeben.
Unter Billardsystemen versteht man (nicht unbedingt zweidimensionale) Gebiete mit kon-
stantem Potential, die von einer harten Wand (V' = oo) umgeben sind. In solchen Systemen
sind die klassischen Bahnen gerade Linien; die Reflektion an den Winden ist elastisch und
folgt dem Reflektionsgesetz. Da die klassische Dynamik in Billards so einfach zu berechnen
ist, sind sie ein beliebtes Objekt zur Untersuchung semiklassischer Methoden.

3.2.1 Analogie zur Fouriertransformation

Fiir Billardsysteme héngt die Trajektorie eines Teilchens nicht von der Energie ab. Es
ist deshalb mdoglich, alle klassischen geschlossenen Orbits unabhingig von der Energie zu
klassifizieren. Sei G eine solche Klassifikation®. Auch die Topologie und daher der Maslov-
Index und die Stabilitéit der Bahnen sind von F unabhingig. Die Amplituden aller Orbits
haben deshalb die gleiche Abhéngigkeit von der Energie:

Die Wirkung langs einer Bahn ist bei Billards durch

Sr 1

— == dg = kL 3.14
R h / peq=mr (3.14)

gegeben. Dabei ist k = v2mFE /h der Wellenvektor und Lr = L(G) die gesamte Bahnlénge.

Die Spurformel nach Gleichung 2.12 ist fiir Billards daher von der Form

POT iS—F—iapﬂ
59E = Z Are h 2 =

= Ap(E) AL(G)e (@7 kHG) (3.15)
=: A2(G)
Das liBt sich formal” auf die Summation iiber die Orbitlinge transformieren:
POTSgr =Y Ap(E) A2(G(L)) e = Ap(E) Y As(L)e* . (3.16)
L s and L

=: As(L)

Snicht die PO-Summe selbst !

6Im folgenden ist ohne Einschrinkung G als eindimensional angenommen: G € INg. Die Wahl von
G entspricht der Festlegung einer Summationsreihenfolge der (eventuell mehrdimensional unendlichen)
PO-Summe.

"Diese Umformung ist nur formal zu verstehen. Bei allgemeinen L(G) mu8 iiber die verschiedenen Aste
der Umkehrfunktion G(L) summiert werden. Das wurde zur einfacheren Darstellung nicht speziell notiert.
Der Unterschied ist im folgenden aber unwesentlich.
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Diese Darstellung dhnelt stark einer Fouriersumme. Im allgemeinen werden die L, iiber
die zu summieren ist, weder dquidistant sein, womit Gleichung 3.16 die Form einer Fou-
rierreihe hétte, noch kontinuierlich, wodurch sie einem Fourierintegral entspréiche. Eine
Theorie solcher Summen mit unregelméfligen Stiitzstellen wird erst in letzter Zeit ent-
wickelt (vergleiche z.B. [23]). Die Néherung des folgenden Abschnitts besteht darin, die
Giiltigkeit des Faltungssatzes der Fouriertransformation fiir diese Summe anzunehmen.
Diese Naherung scheint gerechtfertigt, da der Faltungssatz fiir Fourierintegrale exakt und
fiir Fouriersummen (mit nicht zu wenigen Termen) in sehr guter Ndherung gilt. AuBer-
dem entspricht (wie in Kapitel 2.2.2 dargestellt wurde) die Summe iiber die klassischen
periodischen Orbits einem Integral iiber ihre Umgebungen, so dafl eine Behandlung als
(Fourier-) Integral auch physikalisch angemessen scheint. In dieser Ndherung wird "°"dgg
dann als Fouriertransformation

POT5gp = Ap(E) - FlA4(L)) (3.17)

geschrieben®. Der Fehler dieser Niherung, der in Abbildung 4.6 auf Seite 35 fiir das Kreis-
billard dargestellt ist, ist immer so klein, daf3 er bei der Betrachtung der gefalteten Ni-
veaudichte vernachlissigt werden kann. Darauf wird noch mehrmals eingegangen.

3.2.2 Numerische Auswertung

Wie oben bereits angefiihrt, ist eine analytische Summation der PO-Summe nur in Aus-
nahmefillen moglich. Meistens ist man daher auf eine numerische Auswertung angewiesen,
bei der nur endlich viele Terme beriicksichtigt werden koénnen. Der Unterschied zwischen
der unendlichen PO-Summe "°%§gp; und der endlichen, berechneten Summe, die als "5 gk
notiert wird, wird im folgenden als Fehler der numerischen Auswertung bezeichnet. Die-
ser Begriff bezieht sich also nicht auf Fehler durch die endliche Rechengenauigkeit. Diese
wurden getrennt abgeschétzt und ausreichend klein gehalten.

Um diesen Effekt der numerischen Auswertung zu beriicksichtigen, wird eine Fensterfunk-
tion F(L) definiert, die das Abschneiden der Summation bewirkt. Definiert man F/(L) = 1,
falls das Orbit der Linge L in der numerischen Auswertung der PO-Summe beriicksichtigt
wird, und F(L) = 0 sonst, so gilt fiir den Wert der abgebrochenen Summe, d.h. fiir die
numerische Approximation der Spurformel:

PoTseE — Ap(E) ZF(L)Ag(L)eikL:
L
= Ag(E)FIF(L)Ay(L)] =

~ Ag(B) = (FIP]+ FIAD)) -

= PTogpx f(E) (3.18)

wobei in der zweiten Zeile der Faltungssatz verwendet wurde. Bei der letzten Umformung
wurde f(k) := \/%F[F(L)] gesetzt. Bis auf den Normierungsfaktor ist f(k) also die Fou-
riertransformierte der Fensterfunktion F'(L). Insgesamt ist also

1
V2T

8 A4 statt As kompensiert die nicht-dquidistanten Abstinde der L.
Formal ist A4(L) := ) As(L) 6(G(L) —n).

rorsgE ZF )Apei FiorE — POTsg k) . (3.19)
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Damit ist die Auswirkung der numerischen Berechnung auf die semiklassische Niveaudich-
te bestimmt.

Gleichung 3.18 gilt aber auch fiir allgemeine Fensterfunktionen F'(L). Daher liegt es na-
he, F'(L) so zu wihlen, daf§ der Fehler durch das Abbrechen der Summation bei der
numerischen Auswertung moglichst klein ist, d.h. daf§ f(k) moglichst angenehme Eigen-
schaften bekommt. Diese Forderung ist mathematisch schwer zu fassen. Idealerweise sollte
f(k) einen sehr schmalen zentralen Peak und keine Nebenpeaks haben. Da die Breite des
Hauptpeaks und die Hohe der Seitenbénder in gewisser Weise komplementére Figenschaf-
ten sind, muf fiir den jeweiligen Anwendungsfall ein Kompromifl gefunden werden.
Verwendet man die iibliche exponentielle Dadmpfung der lingeren Bahnen, also

F(L) = e 2" (3.20)
SO ist

Flk) = Ly (3.21)
V2my ’ '

und Gleichung 3.19 ist dquivalent zur tiblichen Glattung der Niveaudichte mit einer Gauss-
kurve der Breite v in k.
Damit ist gezeigt, daBl die iibliche Glattung der Niveaudichte durch die exponentielle
Dampfung der Beitriage ldngerer Orbits zur PO-Summe nur eine giinstige Variante des bei
der numerischen Auswertung unvermeidlichen Abbrechens der Summation nach endlich
vielen Termen darstellt. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet ist die Glattung
nicht nétig, um Konvergenzprobleme der PO-Summen zu beseitigen. Sie ermdglicht aber
die Anwendung des Konvergenzbegriffs von Gleichung 3.3°.
In der urspriinglichen Definition sollte die Fensterfunktion das notwendige Abbrechen
der Summation bei der numerischen Auswertung durchfithren. Dazu muf§ F'(L) einen be-
schriinkten Triger haben'®, d.h. es muf gelten:

maz VL > Linge  F(L) =0 . (3.22)

Die iiblicherweise verwendete Gausskurve als Fensterfunktion erfiillt aber gerade nicht die
Bedingung des beschrinkten Trigers, die PO-Summe ist weiterhin unendlich. Das zusétz-
lich notwendige Abschneiden der PO-Summe bei der numerischen Auswertung wird im
allgemeinen nicht als weitere Naherung beriicksichtigt, so dafl Gleichung 3.18 in diesem
Fall nur niherungsweise!! erfiillt ist. Die fehlende Fehlerabschiitzung fithrt dann oft zu
unnétig groem numerischen Aufwand!2.

Das Problem der Wahl einer optimalen Fensterfunktion bei gegebenem Triger wurde
ausfithrlich untersucht (vgl. z.B. [22]). In diesem Kontext ist eine einfache Fehlerberechnung
jedoch wichtiger als eine absolute Fehlerminimierung. Deshalb werden im folgenden ein-
fache, analytisch fouriertransformierbare Fensterfunktionen mit beschrinktem Trager ge-
wéhlt. Diese werden in Kapitel 3.5 vorgestellt.

“unter der Voraussetzung, daf Konvergenz nach Gleichung 3.12 gegeben ist.

YODas ist sicher notwendig, da die co—fache Wiederholung eines beliebigen Orbits die Linge oo hat.
Falls die Langen der klassischen Bahnen H&ufungspunkte besitzen, ist diese Einschrinkung aber nicht
hinreichend, die Zahl der Terme in Gleichung 3.18 endlich zu halten (vergleiche dazu Kapitel 3.7 auf
Seite 24).

"Dieses Vorgehen entspricht exakt der Faltung der Niveaudichte mit der Fouriertransformierten einer
abgeschnittenen Gausskurve, ist aber so numerisch nur schwer zu handhaben.

1280 ist zum Beispiel die Berechnung der Niveaudichte des Kreisbillards fiir eine Gliattungsweite v = 0.02,
fiir die in [35] alle Bahnen bis zu einer Lange von L = 30000 beriicksichtigt werden, schon mit den Bahnen
bis L = 150 mdoglich.
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Im néchsten Abschnitt wird der vorgestellte Formalismus auf allgemeinere Systeme als die
bisher betrachteten Billards erweitert.

3.3 Allgemeine Systeme

In Abschnitt 3.2.1 wurden nur Billardsysteme betrachtet, d.h. Systeme, die die folgenden
Voraussetzungen erfiillen:

1. Es ist eine energieunabhingige Klassifikation der Orbits moglich. Die Topologie der
Orbits hiingt also nicht von E ab.

2. Die Amplitude aller Orbits hat die gleiche Abhéngigkeit von der Energie:
A=Ag(E)-Ac(G)

3. 5 = kLrp

Die erste Bedingung ist durch geeignete Klassifikation der Bahnen stets erfiillbar. Voraus-
setzungen 2 und 3 kénnen gelockert werden. Dabei wird zunéchst mit der letzten begonnen.
Systeme, deren Wirkung geméf

S(E,G)

= e(B) (G (3.23)

separiert, werden im weiteren als Systeme mit separabler Wirkung bezeichnet. e(F) ist
die natiirliche Variable der Energie fiir das System, ¢g(G) sind die verallgemeinerten Bahn-
lingen. In diesem Fall kann die Argumentation von Abschnitt 3.2.1 unveridndert iibernom-
men werden. Analog zu Gleichung 3.18 gilt dann

POTgE . = Y F(g)Aret s
r

= Y F(g(G)) Ap(E) Ay (G)eiePa(@)=ie(@)3
G=0

— rOT L f(e) (3.24)

fiir beliebige Fensterfunktionen F. Damit P°T g tatsichlich numerisch auswertbar ist, muf
F wieder einen beschréinkten Triiger besitzen. Bei Systemen mit separabler Wirkung fiithrt
die numerische Auswertung also wieder zu einer Faltung der Niveaudichte, diesmal aber
nicht in k&, sondern in der natiirlichen Variablen der Energie e(E).

Eine weitere Verallgemeinerung ist auf die Félle méglich, bei denen der Term in der Ex-
ponentialfunktion auf die Form des separablen Systems transformiert werden kann. Dazu
muB es ein e(E), ein g(F,G) und ein & geben, die

S T -
% —ory =e-g—0a(g) (3.25)

erfiilllen. Das ist meist sogar auf verschiedene Weisen moglich, wie in Abschnitt 3.4 am
Beispiel des harmonischen Oszillators gezeigt wird. Mit Gleichung 3.25 ist

POTgl =Y F(g) A(E(e),Gle, g))e 09 e (3.26)
I =: As(e, 9)
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Falls As(e,g) in e und g separiert, d.h. As(e,g) = Ap(E) - Ag(G) erfiillt ist, gilt wieder
Gleichung 3.24. Im Unterschied zu den vorher betrachteten Fillen ist die Fensterfunktion
F jetzt iiber g von E abhéngig und nicht mehr alleine eine Funktion des Orbits, also
des Klassifikationsparameters G. Damit hiingt die Breite der Fensterfunktion in der PO-
Summe von der Energie, bei der die Summe ausgewertet werden soll, ab. Bei verschiedenen
Energien miissen dann auch unterschiedlich viele periodische Bahnen beriicksichtigt wer-
den.

Die Separationsbedingung As(e,g) = Ag(F) - Aq(G) ist meist jedoch nicht erfiillt. Falls
sich As(e, g) aber als Ag(E) - Ag(e, g) schreiben 148t, wobei sich Ag(e, g) in Abhéngigkeit
von e iiber die charakteristische Breite v der Fouriertransformierten der Fensterfunktion
nur wenig dndert, ist Gleichung 3.24 eine gute Niherung. Bezeichnet man die charakteri-
stische Lénge in e, in der sich Ay dndert, als y, so gilt dann

POTgE = PTgp x fle) fir y<x . (3.27)

Das bedeutet, daf} es fiir alle Systeme, die Bedingung 3.25 fiir gewisse e, g und & erfiillen,
stets eine Glittungsweite v der Niveaudichte gibt, unter der die Unterdriickung lingerer!?
Bahnen in guter Ndherung einer Faltung der Niveaudichte entspricht.

3.4 Der harmonische Oszillator als Beispiel

Als Beispiel fiir die vorgestellten Verfahren zur Auswertung von PO-Summen ist der ein-
dimensionale harmonische Oszillator geeignet. Fiir einen Oszillator der Eigenfrequenz wg
lautet die semiklassische Spurformel (vergleiche auch Kapitel 5.2.3):

POT(SgE _ 2_71' Z ’LG%—ZGTF ‘ (3.28)
W

0 a
Mit e(E) := E und ¢g(G) = G ist der Oszillator ein System mit separabler Wirkung. Die
natiirliche Glittungsvariable ist also . Nach Gleichung 3.19 gilt

2 G12L iGm
POy = — Y F = P"s E) . 2
g WOZ (@) 98 * f(E) (3.29)

Der harmonische Oszillator ist semiklassisch sogar exakt. Sein glatter Anteil der Niveau-

dichte in E = 1/(hwp). Damit ist

POT5gb( Zf( ( %) hwo) _h%)o . (3.30)

Die Auswertung der Spurformel mit einer Fensterfunktion F(L) ergibt also eine Summe von
Glattungsfunktionen f(F). Die Peaks der so berechneten Niveaudichte befinden sich ge-
nau an den quantenmechanischen Eigenwerten und haben fiir alle Energien dieselbe Breite.
Die Spurformel des harmonischen Oszillators kann aber auch wie folgt ausgewertet werden'*

Mit e(E) = 2YE =, 9(E,G) == GrVE und & = 0 ist

St T 27T\F 2WE 1
TS T —7G = (th _T)G VE=g-e . (3.31)

13Hier im allgemeinen Sinn von ,,Orbits mit gréBerem g(E,G)«
"Eine weitere Moglichkeit, die aber von ¢(G) = nGrw (n € IN) Gebrauch macht, wird bei der Behandlung
der Zyklotronorbits in Kapitel 5.2.3 vorgestellt. Sie erméglicht eine zur Gliattung in k& analoge Auswertung.
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Die Amplituden sind in diesem Fall konstant, so dafy nach Gleichung 3.27

2 .
PoTgE . w—’; S F(g)ei® =P gi % fe) (3.32)
g

gilt. Die Berechnung der PO-Summe wird auf diese Weise fiir grofle Energien einfacher, da
durch ¢ = GmV/E mit groBerem E immer weniger Bahnen beriicksichtigt werden miissen.
Diese Auswertung entspricht damit nur einer Glittung der Niveaudichte in e, fiir grofie
Energien also in VE.

Bei der Auswertung der PO-Summe kann also nicht nur die Fensterfunktion entsprechend
den Anforderungen gewéihlt werden, sondern oft auch die Variable der Glattung, zu der die
numerische Auswertung analog sein soll. Die Wahl dieser Variablen ist zum einen durch
die Bedingung (3.43) eingeschrinkt, zum anderen mufl F'(¢(FE, G)) fiir alle betrachteten
Energien in G einen beschriinkten Tréger haben. Diese Randbedingungen sind teilweise
sehr restriktiv und geben Anhaltspunkte, in welcher Energiekoordinate eine Glittung der
Niveaudichte sinnvoll ist.

3.5 Fensterfunktionen

In dieser Arbeit wird nicht das iibliche Gauss-Fenster bei der Auswertung der Spurformel
eingesetzt. Um die PO-Summe exakt berechenbar zu machen, werden Fensterfunktionen
mit beschrinktem Triger verwendet. Um die entsprechende Faltung der quantenmechani-
schen Eigenwerte (vergleiche Kapitel 3.6) moglichst einfach zu halten, sollen die Fenster-
funktionen auch analytisch fouriertransformierbar sein. Unter diesen Randbedingungen
wurden die drei einfachsten Fensterfunktionen ausgewihlt: Das Rechteckfenster, das einem
einfachen Abbrechen der PO-Summe entspricht, das Dreieckfenster, und das TxR-Fenster,
das aus einer Faltung von Rechteck- und Dreieckfenster entsteht. In Abbildung 3.1 sind in
der oberen Reihe diese Fensterfunktionen und darunter ihre Fouriertransformierten dar-
gestellt. Zur Vereinfachung der Notation wird hier statt der verallgemeinerten Orbitlange

Rechteckfenster Dreieckfenster TxR-Fenster

Abbildung 3.1: Die in dieser Arbeit verwendeten Fensterfunktionen (obere Reihe)
und ihre Fouriertransformierten (untere Reihe). Die Héohen der Fouriertransformier-
ten wurden normiert.
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G(L) aus Kapitel 3.3 die Orbitlénge L verwendet. Eine Fensterfunktion wird daher durch
die Angabe ihrer Form und des Wertes von L,,,, charakterisiert.

2
Ein Vergleich mit der iiblichen Gauss-Glittung iiber exp(—%%) ist mit der effektiven

Mittelungsbreite . ¢ dieser Fenster moglich. Sie berechnet sich zu

c 1.644 fiir Rechteckfenster
Yeff = T mit c¢:=<¢ 2.388 fiir Dreieckfenster (3.33)
max 2.950 fiir TxR-Fenster

Zur besseren Vergleichbarkeit wird meist nicht die Fliche, sondern die Peakhthe der Ni-
veaudichte normiert. Fiir die hier verwendeten Fenster ist der Umrechnungsfaktor von der
Fléchen- auf die Peakhohennormierung 7—— mit

T fiir Rechteckfenster
y=13 27 fiir Dreieckeckfenster (3.34)
9r/4  fir TxR-Fenster

Funktionen F' mit beschrinktem Triger haben eine Fouriertransformierte, deren Triger
unbeschriinkt ist. Die Seitenbénder, also die Nebenpeaks, fallen asymptotisch mit L=(+1)
ab [22]. Dabei ist 3 die kleinste Ordnung der Ableitung von F', die unstetig ist. Fiir die
verwendeten Fensterfunktionen ist 3 = 0 (Rechteckfenster), 5 = 1 (Dreieckfenster) bzw.
B = 2 (TxR-Fenster).

Bisher wurde stets die Niveaudichte in E betrachtet, also die Anzahl der Zustinde pro
Energieintervall. Das wurde durch den Index F an das Symbol g der Niveaudichte ange-
deutet. Die Umrechnung auf die Energiedichte in e = e(FE) lautet einfach

dE
= . 3.35
9e = G 9E (3.35)

Im weiteren wird oft die Niveaudichte in k& verwendet, die sich damit als g = 2k - gg
ergibt.

3.6 Vergleich mit der Quantenmechanik

Die Gleichungen 3.19, 3.24 und 3.27 scheinen die Moglichkeit zu eréffnen, P°"gg exakt aus
POTgE 7u berechnen. Damit wire die semiklassische Niveaudichte direkt mit der quanten-
mechanischen zu vergleichen. Dafiir ist die Naherung in Abschnitt 3.2.1, die die diskrete
Summe iiber die periodischen Bahnen durch ein kontinuierliches Integral ersetzt, aber nicht
gut genug'®. Die Niherung wird mit groBerer Zahl der beriicksichtigten Orbits besser, also
mit kleinerer Glattungsweite der Niveaudichte. Der Fehler ist damit nur bei der Betrach-
tung der gefalteten Niveaudichte vernachlissigbar, dort aber fiir alle Glattungsweiten ~y
(vergleiche Abbildung 4.6 auf Seite 35).

Daher werden die gefalteten Niveaudichten miteinander verglichen. Das ist auch physi-
kalisch sinnvoll, da in der Regel die gefaltete Niveaudichte schon die Eigenschaften des
Systems bestimmt. Bei diesem Vergleich mufl beriicksichtigt werden, dal die semiklassi-
sche Spurformel nur den oszillierenden Anteil der Niveaudichte enthiilt. Der glatten Anteil
g, der nur die langsame Verdnderung der Eigenschaften durch die wachsende Teilchen-
zahl enthilt und nicht zu den Schaleneffekten beitrdgt, mufl in der quantenmechanischen

'5Sonst wire ja die gesamte Information der Summe iiber unendlich viele Bahnen bereits in einer endli-
chen Summe enthalten.
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Niveaudichte kompensiert werden'¢. Der Vergleich der semiklassischen Niiherung mit der
Quantenmechanik lautet daher

semiklassische Ndherung

!

%9 ~ YMgp—gE
"OTogr * fe) = <Z O(E —en) — §E> * f(e)
POTSgn(E) ~ Y f(e(E) —e(en)) — Gu * f(e) - (3.36)

Dabei sind €, die quantenmechanischen Eigenenergieen. e(E) ist wieder die verallgemei-
nerte Energiekoordinate aus Kapitel 3.3 und f die normierte Fouriertransformierte der
Fensterfunktion F'. Da diese Fensterfunktion mit beschrinktem Trager vorausgesetzt wur-
de, ist ihre Fouriertransformierte unbeschrénkt. f(e(£)—e(e,)) wird daher auch fiir grofie
|E — &, | nicht identisch 0. Zur exakten Berechnung der rechten Seite von Gleichung 3.36
miiliten daher alle Eigenwerte beriicksichtigt werden, was nur in Ausnahmefillen gelin-
gen kann. Im allgemeinen wird die Summation numerisch durchgefithrt und daher nach
ng Eigenwerten abgebrochen. Sinnvollerweise wird dann die Faltung des glatten Anteils
der Niveaudichte auch auf diesen Bereich beschriankt. Der dadurch entstehende Fehler soll
kurz betrachtet werden.

Bezeichnet man mit [QE]SZO die Einschrinkung!” des glatten Teils der Niveaudichte auf

das Intervall [, 00], so ist der Fehler x(e) durch das Abbrechen der Summation

€)= Y fle—elen)) — (GBI, 5 1(e) - (337

n=ng

Fiir integrable Systeme sind die Eigenwerte meist'® nicht oder nur sehr schwach korreliert

(vergleiche z.B. [21]). Mit dieser Annahme kann der Erwartungswert Y fiir den Fehler x
berechnet werden. Das Ergebnis Y(e) = 0 ist nicht iiberraschend, da gr ja gerade das
Mittel der Niveaudichte darstellt. Im néchsten Schritt kann auch der Erwartungswert des
Fehlers, also o, berechnet werden. Es ergibt sich

o2(e) = /A TR (3.38)

wobei A = e,, — e der Abstand zwischen dem Wert e, an dem die Niveaudichte berechnet
werden soll, und €,,,, dem gréfiten noch exakt beriicksichtigten Eigenwert, ist. Diese Ana-
lyse ist bei der praktischen Anwendung meist unnotig. Die Fehler sind ausreichend klein,
wenn man A grofler als etwa 2y wihlt, also die Summation bis zu einem Eigenwert ey,
durchfiihrt, der mehr als zwei Glattungsweiten grofler ist als der maximale Wert e, fir
den die Niveaudichte berechnet werden soll. Unter dieser Voraussetzung ist

S fe— elen)) — G517 * £(e)
n=0

POT(Sgg

Q

= Y fle—elen) [ g fe—e®Nde . @39
n=0 0

16 Alternativ kann man natiirlich den glatte Anteil zur semiklassischen Spurformel addieren und die
gesamten Niveaudichten "°" gz und *Mgr vergleichen.
~ ] fiir Eclen,,o0]
17 co 9E ng s
also [ge]2, = {0 sonst
8 Ausnahme ist wieder der harmonische Oszillator.
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Die oft praktizierte Ersetzung von [gE] "0 % f(e) durch gg ist nur gerechtfertigt, wenn

1) gex*f(e)=ge und

2) Cmaz < €ng — 27
gilt. Die zweite Bedingung limitiert wieder den Einflul des Abbrechens der Summation und
ist Aquivalent zur vorherigen Forderung. Die erste Bedingung ist kritischer. Sie impliziert,
da die Glattungsweite v klein gegen die Lénge ist, in der sich gg #ndert. Dann ist gg
in dem Bereich, in dem f(e) zum Faltungsintegral beitréigt, fast konstant, und durch die
Normierung von f ist Bedingung 1 erfiillt. Gleichung 3.39 gilt aber allgemeiner, und auch
in den Fillen, in denen gg * f(e) divergiert. Solche Divergenzen treten hiufig bei der
Verwendung von Rechteckfenstern auf.

3.7 Zusammenfassung

Fiir semiklassische Spurformel der Form

Sp . n
POT 5 — Z AF@’LTF_ZUFE (3.40)
r

wurde eine allgemeine Methode zur numerischen Approximation angegeben. In den fol-
genden Formeln steht F' fiir eine Fensterfunktion, die die PO-Summe endlich macht und
f fiir die normierte Fouriertransformierte von F.

Zwischen der numerischen Auswertung der Spurformel mit einer Fensterfunktion und der
Faltung der Niveaudichte besteht bei Billards der Zusammenhang

PoTsgl . ST (L) Are FE = PTG (k) (3.41)
T

Fiir Systeme mit Ar = Ag(F) - Ag(G) und Spr = e(E) - g(G) ist analog

-Sp
POTsgg =Y F(g)Are’ TIOTE = POT o f(e) , (3.42)
T

und in den Fillen, in denen mit geeigneten e(E), g(E,G) und 6(G)

Sr/h—orm/2=¢€-g—3d(g) (3.43)
gilt, ist
POT5gl ZF Ape' RS m POTgn sk fe)  filr v < x . (3.44)

Dabei ist v die charakteristische Breite von f(e) und x die typische Linge in e, in der sich
Ar = A(e, g) dndert.

Der Ansatz ist nicht auf Gauss-Mittelung beschriankt, sondern kann fiir beliebige Glatt-
ungen, auch in verschiedenen Energiekoordinaten, eingesetzt werden. Damit ist der nu-
merische Aufwand zur Auswertung der PO-Summe erheblich zu reduzieren. Vor allem ist
auf diese Weise der Fehler der semiklassischen Niéherung von dem Fehler, der bei der nu-
merischen Auswertung entsteht, zu trennen. Der Vergleich mit den quantenmechanischen
Ergebnissen ist méglich mit dem Zusammenhang

Togl = ZO: fle—elen)) - /Osno ge(e(E) - fle —e(E'))de . (3.45)
n=0
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Der vorgestellte Ansatz ist allgemeiner als die iibliche Gauss-Mittelung. Er erméglicht (in
Grenzen) die Wahl der Glittungsvariablen. Da er von exakt auswertbaren Spurformeln
ausgeht (siehe Definition der Fensterfunktion auf Seite 17 dieser Arbeit), wird die Kon-
vergenzdiskussion vermieden. Auflerdem sind auf diese Weise exakte Aussagen iiber den
Auswertungsfehler moglich.

Das Konvergenzproblem kann aber in anderer Weise wieder auftreten: Es ist, wie schon
mehrfach angesprochen, moglich, da8 es Haufungspunkte!® der (verallgemeinerten) klas-
sischen Bahnldngen gr gibt. In diesen Fillen ist bei der Verwendung von monotonen Fen-
sterfunktionen die verbleibende Summe trotz oberer Summationsgrenze der Bahnldngen
unendlich. In solchen Féllen kann man entweder die Konvergenz dieser verbleibenden Sum-
me getrennt betrachten (dieser Weg wird hier fiir das Kreisbillard gewéhlt werden) oder
nichtmonotone Fensterfunktionen verwenden, die die Haufungspunkte in der Summation
ausblenden. Die Fouriertransformierten solcher Fensterfunktionen sind dann aber meist
so kompliziert, da die entstehende Faltung der Niveaudichte keine Ahnlichkeit mit der
Niveaudichte zeigt. Damit ergibt die Auswertung der POT zwar korrekte, aber physika-
lisch nicht mehr interpretierbare Ergebnisse. Der hier vorgestellte Ansatz zur numerischen
Auswertung von PO-Summen kann damit die Konvergenzprobleme nicht vollig beseitigen,
sie sind damit aber deutlich einfacher zu kontrollieren.

Die semiklassische Spurformel entpricht im wesentlichen einer Fouriertransformation von
g nach e. Fouriertransformationen sind umkehrbar, und es stellt sich die Frage, bei wel-
chen Systemen es damit moglich ist, aus den Eigenwerten in e auf die verallgemeinerten
Léngen ¢ der moglichen klassischen periodischen Bahnen zu schliefen. Das ist nur fiir
Systeme mit separabler Wirkung moglich, bei denen g nicht von E abhingt. Dann ist die
Gleichung symmetrisch in e und g und eine Riicktransformation ist moglich. Falls die Am-
plituden aller Bahnen dieselbe Abhéingigkeit von der Energie haben, gilt die Umkehrung
exakt, ansonsten als Ndherung fiir kleine Glattungsweiten. In den anderen Fillen (ohne
separable Wirkung) ist die Umkehrung nicht méglich. Schon beim Kreisbillard im homo-
genen Magnetfeld ist aus der Fouriertransformation der quantenmechanischen Eigenwerte
keine Information iiber die in der PO-Summe auftretenden klassischen Bahnen mehr zu
gewinnen.

9Hsufungspunkte sind, bildlich gesprochen, Punkte mit unendlich vielen Nachbarn. Mathematisch lautet
die Definition

z Haufungspunkt vonA < Ve >0 Iy A : [z —y| <e
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Kapitel 4

Das Kreisbillard

Dieses Kapitel behandelt das Kreisbillard ohne Magnetfeld. Die quantenmechanische
Losung, die EBK-Quantisierung und der Ansatz der POT werden vorgestellt. Mit
einer genaueren Konvergenzbetrachtung der PO-Summe wird eine sehr prdzise Be-
stimmung der POT-Finteilchenenergien maoglich. Diese werden mit den quantenme-
chanischen Eigenwerten und denen der EBK-Quantisierung verglichen.

Unter einem Kreisbillard versteht man ein zweidimensionales, rotationssymetrisches Ge-
biet mit konstantem Potential V' = 0 im Innenraum und V = oo auflerhalb. Dieses Sy-
stem kann exakt quantenmechanisch gelost werden (Abschnitt 4.1), wurde von Keller
und Rubinow [26] als Beispiel fiir die EBK-Quantisierung vorgestellt (Abschnitt 4.2) und
kann mit verschiedenen Ansétzen im Rahmen der POT behandelt werden (Abschnitt 4.3).
Reimann [35] zeigte, daBl die POT die Niveaudichte dieses Systems bis hin zu Einteil-
chenniveaus auflésen kann. Die Problemstellung dieses Kapitels ist die genaue numerische
Bestimmung dieser POT-Eigenwerte und der Vergleich mit den Ergebnissen der Quanten-
mechanik und der EBK-N&herung.

Dazu werden zunichst die verschiedenen Ansétze vorgestellt (Abschnitte 4.1 bis 4.3). An-
schlieBend wird die gute Ubereinstimmung zwischen POT und QM sowohl bei der Berech-
nung der Schalenstruktur als auch bei der Auflésung der Einteilchenniveaus demonstriert.
Mit Hilfe dieser Beobachtungen wird in Kapitel 4.6 eine Strategie zur numerischen Be-
stimmung der Eigenwerte aus der POT entwickelt. Einige mehr technische Aspekte dieses
Abschnitts werden im Anhang behandelt, um im Haupttext die grundsétzliche Idee und
die Ergebnisse in den Vordergrund stellen zu kénnen.

Das ganze Kapitel hindurch werden die Gréflen

h? | E
Eh= ———— —
0= 5 und kR To

verwendet. Dabei ist m die Masse des Teilchens, R der Radius des Billards und k = v2m£E /h
die Wellenzahl.
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4.1 Quantenmechanische Behandlung

Die quantenmechanischen Eigenwerte ergeben sich aus der Losung der Schrodingerglei-
chung

2
*%A¢577L(F) = Ef,nwé,n(ﬁ (4'1)

unter den Randbedingungen

(Dirichlet’sche Randbedingungen). In Polarkoordinaten (7, ¢) separieren der Winkelanteil
0(¢) und der Radialanteil o(r). Die Winkelgleichung 6" + ¢20 = 0 hat genau fiir £ € Z
zyklische Losungen, also solche, die der Randbedingung 0(¢ + 27) = 6(¢) geniigen. Das
ergibt die Quantisierungsbedingung fiir die Drehimpulsquantenzahl ¢. Die Loésungen der
Radialgleichung o” + o' /7 + k%0 — £*0/r* = 0 sind die Besselfunktionen Jy(rk). Mit den
Randbedingungen vertriglich sind die Lésungen, fiir die

Tu(kR) = J; ( E£> —0 (tez) (4.3)

0

gilt. Fiir die Eigenwerte in den dimensionslosen Einheiten F/Ej ergibt sich damit

LG mlen) (4.4)

€on = EO
Sie sind also als die Quadrate der Nullstellen j, ; der Besselfunktionen Jy. Diese Gleichung
zeigt, daB das oben definierte Ejy die natiirliche Energieeinheit des Kreisbillards ist. Die
im folgenden verwendeten Eigenwerte wurden numerisch auf 15 Stellen genau bestimmt.

4.2 EBK-Quantisierung

Schon kurz nach der Veroffentlichung der EBK-Quantisierung durch Keller [25] 1958 wur-
de 1960 das Kreisbillard von Keller und Rubinov [26] mit Hilfe dieser Ndherungsmethode
behandelt.

Wie in Abschnitt 2.1 dargestellt, baut dieser semiklassische Ansatz auf der Torusquantisie-
rung auf. Die groie Schwierigkeit ist im allgemeinen, den Phasenraumtorus zu finden!, auf
den die Dynamik des integrablen Systems beschrinkt ist. Beim Kreisbillard, einem sehr
einfachen Fall, hilft noch die Anschauung weiter. In Abbildung 4.1(A) ist eine klassische
Bahn mit einigen Reflektionen gezeigt. Der Teil des Ortsraums, in dem sich das Teilchen
aufhalten kann, wird durch den Rand des Billards und die innere gestrichelte Linie be-
grenzt. Dieses Gebiet kann man sich als die Projektion des Phasenraumtorus vorstellen,
auf dessen Oberfliche sich die Dynamik des Systems abspielt. Die Bahnstiicke, die auf
der ,,Oberseite” verlaufen, sind dunkler gezeichnet. Keller und Rubinov kénnen zeigen,
daf diese Vorstellung tatsichlich korrekt ist. Zur Quantisierung der Wirkung wihlen sie
die beiden in Abbildung 4.1(B) gezeigten Wege. Die Kaustiken, die analog zu den eindi-
mensionalen Umkehrpunkten zusitzliche Beitrige zum Wirkungsintegral erzeugen, sind
die Punkte, an denen die Trajektorie von der Oberseite des Torus auf die Unterseite (oder
umgekehrt) wechselt. An der inneren Kaustik ist in Analogie zu einem Umkehrpunkt am

! Auch Keller gibt kein allgemeines Verfahren zur Konstruktion des Phasenraumtorus an.
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| . (B. .
Abbildung 4.1: (A) Fine klassische Trajektorie im Kreisbillard liuft auf einem To-
rus im Phasenraum, dessen Projektion im Ortsraum erkennbar ist. Die dunkleren
Teilsticke der Bahn verlaufen auf der Torusoberseite, die helleren auf der Untersei-

te. (B) Die zwei nicht ineinander deformierbaren Wege, die Keller und Rubinov zur
Quantisierung verwenden.

weichen Potential eine zusétzliche Phase von —7/2 zu beriicksichtigen, an der duferen
Kaustik, die der Reflektion an einer harten Wand entspricht, eine Phase von —x. Die
Auswertung des Wirkungsintegrals liefert schliefSlich die Quantisierungsbedingung

(kR)2 — 2| — fcos™ (%) - (n - i) . (4.5)

Die Notation der Quantenzahlen ¢ und n entspricht der in Gleichung 4.3. Diese transzen-
dente Gleichung fiir die Eigenwerte in kR = ,/E% ist numerisch einfach zu 16sen. Auch
diese Eigenwerte wurden auf 15 Stellen genau berechnet.

4.3 Die semiklassische Spurformel

Balian und Bloch [4] haben eine Spurformel vorgestellt, die auch auf die Kreisscheibe
anwendbar ist. Der Ansatz von Gutzwiller [19, 20] ist aufgrund der Rotationssymmetrie
des Systems nicht anwendbar, aber mit den Erweiterungen von Strutinsky und Magner [39]
oder Creagh und Littlejohn [14] sind Spurformeln fiir das Kreisbillard zu berechnen [40, 33].
Von Oppen [41] folgt der Methode von Berry und Tabor [6]. Durch Poisson-Summation der
Eigenwerte des Kreisbillards in EBK-N#dherung nach Gleichung 4.5 in den Quantenzahlen
n und /£ leitet er einen Ausdruck ab, der iiber eine Sattelpunktsnidherung eine Spurformel
ergibt.

Alle diese Ansitze ergeben fiir den oszillierenden Anteil der Niveaudichte des Kreisbillards
die gleiche Spurformel

1 1 sin®/2(¢p) T 3w
POTSgp = — B Gin (kzL —3an— + —) ) 4.6

Dabei steht ( fiir die Menge aller klassischen periodischen Bahnen. Da die klassische Be-
wegung im konstanten Potential kriftefrei, also geradlinig verlduft, und der Kreisrand eine
ideal harte Wand darstellt, sind die klassischen periodischen Orbits genau die reguléren
Polygone im Kreis. Diese werden, wie in Abbildung 4.2 gezeigt, durch 8 = (a, b, n) nach der
Reflektionszahl a, der Umlaufzahl um den Mittelpunkt b und der Windungszahl n eines
primitiven Orbits klassifiziert. Unter einem primitiven Orbit versteht man eine Bahn, die
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[~ R~|
(2,1,2) (3,1,1) (4,1,1) (5,1,1)
(2,1,2) (5,2,1) (3,1,2) (7,2,1)

Abbildung 4.2: Die klassischen periodischen Orbits im Kreisbillard sind die dem
Kreis einbeschriebenen reguldren Polygone. Diese werden nach 3 = (a,b,n) klassifi-
ziert.

sich im Phasenraum genau einmal schliefit. Daher miissen a und b in dieser Klassifikation
teilerfremd sein?. ¢ ist der halbe Mittelpunktswinkel des Polygons,

b
(bﬁ:_’/r s

a
und Lg ist die Linge der Bahn:
Lz = 2Ransin ¢g

Die fithrenden Terme des glatten Anteils der Niveaudichte sind nach Baltes und Hilf [5]

. 1 1
9E = ik, (1 - @) . (4.7)

Die gesamte semiklassische Niveaudichte ist damit

1 1
POT
= _ ]_ _——
9B 1E, < kR)

1 1 1 . 3/2 . < T 371')
—_—— sin sin ( kLg — 3an— + — . 4.8
Eo kR Zﬁ: Jan ") SRR 4

2Balian und Bloch klassifizieren die Bahnen mit p = an und ¢ = bn, wodurch sie den redundanten
dritten Parameter unterdriicken.
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4.4 Numerische Auswertung der Spurformel

Um bei der Auswertung der Spurformel des Kreisbillards mit den in Kapitel 3 ent-
wickelten Methoden einfache, monotone Fensterfunktionen einsetzen zu kénnen, ist
eine weitere Approximation nétig. Die Fehler dieser zusdtzlichen Ndiherungen werden
beschrieben und ihre Grofle abgeschdtzt.

Fiir Billardsysteme ist k die natiirliche Glittungsvariable (vergleiche Kapitel 3). Das ent-
spricht einer Auswertung der Spurformel mit einer von der Bahmnlinge L abhingigen
Fensterfunktion F'(L). Die Bahnen im Kreisbillard approximieren mit n,b =const. fiir
a — oo den Kreisumfang. Die klassischen Bahnldngen haben dadurch an der Vielfachen
des Kreisumfangs Haufungspunkte. Falls eine einfache, monotone Fensterfunktion (mit
Lipae > 2Rm) gewihlt wird, ist die PO-Summe auch mit Fensterfunktion weiterhin un-
endlich. Wie in Kapitel 3.7 dargestellt wurde, kann man in dieser Situation entweder
mexotische“ Fensterfunktionen wihlen, die an den Haufungspunkten der Bahnldngen null
sind, oder die, mit einer monotonen Fensterfunktion weiterhin unendliche, PO-Summe ge-
sondert auf Konvergenz untersuchen. Dieser Weg wird hier eingeschlagen.

In Analogie zu Sieber [38] kann die absolute Konvergenz dieser Summe gezeigt werden®.
Zur praktischen Berechnung mufl noch eine moglichst rasch konvergierende Summations-
reihenfolge gew#hlt und der Fehler durch den Abbruch nach endlich vielen Gliedern ab-
geschitzt werden. Eine naheliegende Reihenfolge ist die Summation bis zu einer maximalen
Eckenzahl mg pro Umlauf. Damit werden alle Bahnen vernachléssigt, die den Umfang bes-
ser approximieren als ein mg-Eck*. Die Teilsumme, die nur iiber die a,b mit a/b < mq
summiert, wird mit POT(Sgg’mO bezeichnet:

3

sin®2(¢3) sin(kLy — 3ang +5)(49)

poT s Fymo 1 1 1
6gE T EO m Xg: F(Lﬁ)\/cm
a/b<mg
Diese Summe ist endlich und somit numerisch auswertbar.
Betrachten wir nun den Fehler dieser zusiitzlichen Niherung. In Abildung 4.3 ist POng’mO
fiir das TxR-Fenster mit L,,q, = 100 fiir mg = 4, mg = 6 und mg = 8 griin dargestellt.
Man erkennt, dafl mit steigendem mg die kleinen Strukturen an den mit schwarzen Strichen
gekennzeichneten Stellen (die im folgenden als Stdrpeaks bezeichnet Werdel;) schnell kleiner
werden und fiir my — oo verschwinden. Der iibrige Verlauf von "°"¢z"™ wird durch
Variation von mg nicht veréindert. Die Fehler, die durch das Abbrechen der Summation
nach dem mg-Eck entstehen, sind also genau diese Stérpeaks. In Abbildung 4.3 sind die
Teilsummen T,,, die nur iiber die Orbits mit a/b = mo summieren, blau eingezeichnet.
Die Peaks der T, und die Storpeaks treten an denselben Stellen auf. In Anhang A wird
eine analytische Bestimmung der Peaks der 1;,, durchgefiihrt, die nach dieser Beobachtung
eine gute Abschitzung der Storpeaks ist. Damit ergeben sich die Stérpeakpositionen zu

z/mo—|—3/47r
sin 7 /mg

kR = (zeZ) . (4.10)

3Sieber zeigt (unter einigen unwesentlichen Voraussetzungen) die absolute Konvergenz der PO-Summe
von Billardsystemen bei Gléttung iiber k. Er ben6tigt dazu die Voraussetzung isolierter Bahnen, da er die
PO-Summe nach Gutzwiller verwendet. Die Erweiterung der Spurformel auf Systeme mit kontinuierlichen
Symmetrien kann aber analog auf seine Argumentation angewandt werden. Daher ist das Ergebnis auch
fiir das Kreisbillard giiltig.

4Da mg hier das Verhiltnis zwischen Eckenzahl und Umlaufzahl ist, kann mgo auch rationale Werte
annehmen. Ein ,,3, 5-Eck“ ist also ein Polygon mit 7 Ecken, das zweimal den Ursprung umléuft.
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Abbildung 4.3: Das Abbrechen der PO-Summe nach dem m-Eck (POng’mO,gmin)
erzeugt kleine Storpeaks. Die Positionen stimmen mit denen der Peaks der Teilsumme
Ting» die nur iiber das mo-Eck summiert, iberein (blaw). Die analytische Bestimmung
der Peakpositionen fiir T,,, ergibt die mit kleinen Strichen markierten Werte; die
obere Schranke der Hohen der Stérpeaks ist orange eingezeichnet.

Diese Stellen sind in der Abbildung durch rote Striche markiert. Die Hohe der Storpeaks
kann durch die Amplitude £ von T,,, nach oben abgeschitzt werden. Bei der Darstellung
der normierten Niveaudichte in kR (d.h. in Einheiten g - 7/ L) ergibt sich

kR 1
€ = 23 A 4| — (mo si117T> . (4.11)

Loz mg \ m mo

£ ist in Abbildung 4.3 als orange Linie mit eingezeichnet. Meist ist £/v/2 eine gute
Abschitzung fiir die tatséichliche Hohe der Storpeaks. x hingt von der verwendeten Fen-
sterfunktion ab und ist in Gleichung A.5 im Anhang A definiert. Fiir das Rechteck-, das
Dreieck- bzw. das TxR-Fenster ergibt sich asymptotisch fiir grole L. @ x =~ 2, 1.33
und 1.29. 4 héingt nur von der verwendeten Fensterfunktion ab und ist auf Seite 22 dieser
Arbeit beschrieben.

Damit ist eine Abschitzung der Fehler der numerischen Auswertung der PO-Summe be-
kannt, und es ist moglich, die Ergebnisse der POT mit den quantenmechanischen Resul-
taten zu vergleichen. Das wird im folgenden Kapitel durchgefiihrt.
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4.5 Vergleich mit den quantenmechanischen Ergebnissen

Die semiklassische Niveaudichte der POT wird mit der quantenmechanischen vergli-
chen. Es zeigt sich, daf8 der Fehler der POT lediglich aus einer leichten Verschiebung
der Einteilchenenergien besteht.

Der Vergleich zwischen POT und QM soll zunéchst fiir die Schalenstruktur des Kreisbil-
lards durchgefithrt werden. Die Schalenstruktur entspricht, wie in Kapitel 2.2.3 beschrie-
ben, einer iiber einen weiten Bereich gegliatteten Niveaudichte. Zu deren Berechnung ist die
POT besonders geeignet, da in diesem Fall nur wenige periodische Bahnen zur PO-Summe
beitragen. Die Verwendung eines TxR-Fensters mit L., = 7R entspricht einer Glattung
iiber v = 0.42. Das ist die geeignete Glattungsweite zur Darstellung der Schalenstruktur.
Beschriankt man sich in der PO-Summe auf mg = 4, so besteht die Spurformel nur noch
aus der Summe {iiber die drei kiirzesten Bahnen. In Abbildung 4.4 ist der oszillierende
Anteil der so berechneten semiklassischen Niveaudichte (griin) mit der entsprechend ge-
falteten quantenmechanischen (rot) verglichen. Die Ubereinstimmung ist sehr gut. Die

ol T I 2 -
i | ‘/\‘A\‘A‘[\‘ /\/{\ ’\/\’/\}“ .
£ MW‘/ VY \/ \ﬂ] | | ’U \\/ \/ \&/' U L/ \i
0 1‘0 2‘0 kR 3‘0 40 0 36.4 36.5 36.6 kR 36.7 36.8

Abbildung 4.4: Bei einer Glittung tiber v ~ 0.42 gentigt die Beriicksichtigung der
drei kiirzesten Bahnen, damit die PO-Summe (griin) die quantenmechanische Niveau-
dichte (rot) mit grofer Genauigkeit reproduziert. Die Ausschnittvergréfierung zeigt,
daf$ die Beriicksichtigung weiterer Orbits die Differenz weiter verkleinert: Die brau-
ne Kurve beriicksichtigt zusdtzlich das Fiinfeck, die blaue Linie alle Bahnen bis zum
40-Eck.

im herausvergrofierten Detail sichtbare Abweichung der Kurven von etwa 0.2 entspricht
der Abschiitzung® der Hohe der Storpeaks. Diese Differenz wird tatsiichlich durch das
Abbrechen der Summation nach dem 4-Eck verursacht: Summiert man bis zum Fiinfeck
(gelbe Kurve) oder bis my = 40 (blaue Kurve), verschwindet die Abweichung zum quan-
tenmechanischen Resultat fast vollig. Bei solchen Glattungsweiten ist damit praktisch kein
Unterschied zwischen der QM und der POT feststellbar.

Will man einzelne Einteilchenniveaus trennen, mufl man v kleiner als den Abstand benach-
barter Niveaus wihlen. Fiir Ly, = 20 mit dem TxR-Fenster ist v ~ 0.15, und die ersten
drei Zustdnde separieren. Diese Situation ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Der Vergleich
zwischen QM (rot) und POT (griin) zeigt, dafl auch fiir solche kleinen Mittelungswei-
ten die Ubereinstimmung sehr gut ist. Die POT reproduziert also nicht nur die korrekte
Schalenstruktur der Niveaudichte, sondern auch ihre Feinstruktur und kann sogar Einteil-
chenniveaus trennen. In der AusschnittvergréfSerung des ersten Peaks in Abbildung 4.5
erkennt man, dafl der quantenmechanische und der semiklassische Peak die gleiche Form

5Fiir so kleine mo und Lmae sind die N&herungen in Gleichung 4.11 natiirlich nicht gerechtfertigt;
& 14t sich in diesem Fall aber nach Gleichung A.5 approximieren.
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Abbildung 4.5: Bei einer Glittung tiber v ~ 0.15 separieren die ersten drei Peaks
der quantenmechanischen Niveaudichte (rot). Die POT (griin) reproduziert auch die-
se Quantisierung. Die Ausschnittvergrofierung zeigt, dafl der grofite Unterschied zwi-
schen POT und QM eine leichte Verschiebung der Eigenwerte ist. Hier ist mg = 40
gewdhlt. Damit sind die die Storpeaks kleiner als 4 - 1073 und nicht sichtbar.

haben, aber leicht gegeneinander verschoben sind. Die gleiche Peakhohe zeigt, dafl die
POT die korrekten quantenmechanischen Entartungen ergibt. Die gleiche Form der Peaks
zeigt, dafl die semiklassische Niveaudichte Y°*dgg aus Peaks mit normierten Flichen und
einer deutlich kleineren Breite als v besteht. Das gilt im gesamten beobachteten Bereich
bis v < 0.002. Das legt die Vermutung nahe, dafl die PO-Summe, wie auch die quan-
tenmechanische Niveaudichte, aus einer Summe von d—Funktionen besteht. Die leichte
Verschiebung der Peaks gegeneinander deutet auf kleine Unterschiede der semiklassischen
und der quantenmechanischen Eigenwerte hin. Im néchsten Abschnitt wird diese Verschie-
bung im Grenzwert verschwindender Glattung bestimmt und gepriift, ob die PO-Summe
wirklich einer Summe von §—Funktionen entspricht.

4.6 Bestimmung der POT-Eigenwerte

Im Grenzfall verschwindender Gldttung liefert die POT Ndherungen fir die Lage der
quantenmechanischen Energieniveaus, die ,POT-Figenwerte”. Die niedrigsten Figen-
werte werden numerisch bestimmt und mit den quantenmechanischen und denen der

EBK-Quantisierung verglichen.

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts weisen darauf hin, daf3 die semiklassische Spurfor-
mel eine Summe von d-Funktionen ist. Es ist noch nicht moglich, aus der PO-Summe
analytisch die Positionen dieser §-Funktionen zu bestimmen, obwohl in jiingster Zeit mit
der Verwendung der dynamischen (—Funktion Fortschritte in diese Richtung erzielt wer-
den [42]. In diesem Kapitel wird dieses Problem daher numerisch behandelt.

Es wird der Grenzwert der Peakpositionen fiir verschwindende Glattung betrachtet. Falls
diese Grenzwerte von der verwendeten Fensterfunktion und der Art des Grenziibergangs
unabhéingig sind, kénnen sie als POT-Eigenwerte bezeichnet werden. Dann ist auch ge-
zeigt, dafl die PO-Summe einer Summe von §—Funktionen entspricht. Bei der Berechnung
der PO-Summe setzen die numerische Genauigkeit und die zur Verfiigung stehende Re-
chenzeit den praktikablen L., und mg enge Grenzen. Es ist daher nicht zweckmiBig,
die asymptotische Peakposition der PO-Summe durch eine Peakposition fiir grofles, ge-
rade noch berechenbares L., und mg abzuschétzen. Stattdessen wurden die Peaks fiir
verschiedene (L4, mo) betrachtet und ihr Verhalten nach (Lyua0, mo) = (00, 00) extra-
poliert. Damit gewinnt man Kontrolle {iber das Konvergenzverhalten und verbessert die
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Genauigkeit der Bestimmung der Peakpositionen erheblich.

Zunichst werden in Kapitel 4.6.1 die Peakpositionen bestimmt. Diese werden in Kapi-
tel 4.6.2 nach (Lpqez,mo) = (00,00) extrapoliert. Nach einem kurzen Abstecher zum
Aharonov-Bohm-Billard in Abschnitt 4.6.3 werden die Ergebnisse in Kapitel 4.6.4 dis-
kutiert.

4.6.1 Bestimmung der Peakpositionen der PO-Summe

Die Position eines Peaks kann durch sein Maximum oder seinen Schwerpunkt bestimmt
werden. Letzteres ist die gegen kleine Stérungen (z.B. von Nachbarpeaks) unempfindli-
chere Methode. Falls man eine gute Schitzung fiir die Peakform hat, ist die (numerisch
aufwendige) Schwerpunktbestimmung #quivalent zu einem Fit an diese Peakform, wobei
Hohe, Mittelpunkt und Breite die Fitparameter sind. Abbildung 4.5 zeigt, da a; - f(k) die
Peaks sehr gut approximiert. a; ist dabei die quantenmechanische Entartung des Zustan-
des. Der Fit kann daher auf die Optimierung der Peakmitten POkaF’mO beschrénkt werden.
Fiir verschiedene L;,,, und mg wird also die Funktion

tmax

p(k) == a; Z 5(k —"OTkI™OV |« f (k) (4.12)

mit variablen POTnkF’mO durch einen gewichteten least-square-fit an "°7* g,f’mo angepaBt. i,
gibt die Anzahl der Niveaus an, die beriicksichtigt werden. Im folgenden wurde i,,4, = 7
gewihlt. Die technischen Details sowie die Uberlegungen zur Gewichtung finden sich in An-
hang B.1. Dort wird auch die Genauigkeit der so bestimmten Peakpositionen abgeschétzt.
Sie ist proportional zu Lmaw_(ﬁH). Der Parameter 8 hangt nur von der verwendeten Fen-
sterfunktion ab und ist in Kapitel 3.34 auf Seite 22 beschrieben.

Abbildung 4.6 zeigt fiir das TxR-Fenster mit L., = 300 und mg = 39 die Diffe-
renz zwischen POTng’mO und p(k). Diese Differenz ist kleiner als 5 - 1073, also kleiner

0.005 [— *

(POTg, -p(K) L 1oy

-0.005

kR

Abbildung 4.6: Differenz zwischen POT und p(k) fir Lmaz = 300 und mg = 39.
Der Unterschied zwischen PO-Summe und dem Ansatz p(k) fir die Fit-Funktion ist
kleiner als 0,5%. Die grauen Blicke geben die Stérpeakpositionen und -amplituden
nach Gleichungen (4.10) und (4.11) an. Die Pfeile markieren die Peakpositionen von

poT .Fimo

Kq

als 0,5% der Peakhshen von POTg,f’mO bzw. p(k). Das zeigt, daBl der Ansatz nach Glei-
chung 4.12 gerechtfertigt ist. Bevor in Kapitel 4.6.2 die so berechneten Peakpositionen

nach (Lpqez,mo) = (00,00) extrapoliert werden, wird noch kurz die Differenz zwischen
POTQ;:’mO und p(k) diskutiert.
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Die in Abbildung 4.6 sichtbaren kleinen Peaks sind die aus Abschnitt 4.4 bekannten
Storpeaks. Deren asymptotische Positionen nach Gleichung 4.10 und die Abschéitzung
ihrer Amplitude mit & /v/2 nach Gleichung 4.11 sind zum Vergleich als graue Blocke mit
eingezeichnet. Die Ubereinstimmung mit den beobachteten Peaks ist sehr gut. Damit sind
diese Strukturen als Artefakte aufgrund der numerischen Auswertung identifiziert. Der
iibrige Verlauf der Differenz in Abbildung 4.6 zeigt eine starke Regelméfligkeit. Sie steigt
linear zwischen zwei Peakpositonen (Pfeile) und fillt innerhalb der Peakbreite wieder steil
ab. Dabei handelt es sich um die Fehler, die durch die in Kapitel 3.2.1 durchgefiihrte
Néiherung der diskreten Summe iiber die periodischen Bahnen als kontinuierliches Inte-
gral. Diese Approximation bestand in der Anwendung des Faltungssatzes auf die diskrete
PO-Summe. Der Vergleich der Abbildungen 4.4 und 4.6 zeigt, daf§ in der gefalteten Niveau-
dichte diese Nédherung gegen die Fehler der semiklassischen Naherung zu vernachléssigen
ist. Wie es zu erwarten ist, wird der Fehler durch die Anwendung des Faltungssatzes mit
steigender Anzahl von Summanden schnell kleiner, und die relative Hohe des Sidgezahns
nimmt weiter ab.

Obwohl die POT nur eine Niherung in niedrigster Ordnung in % ist, ist die Ubereinstim-
mung mit der Quantenmechanik im Fall des Kreisbillards sehr gut. Der einzige Einflufl
der hoheren Ordnungen in & besteht in einer leichten Verschiebung der Einteilchenergien.
Diese Verschiebung wird im néchsten Abschnitt bestimmt. Das Kreisbillard ist aber ein
Sonderfall; Effekte hoherer Ordnung in A kénnen die Niveaudichte durchaus stérker beein-
fluBen oder sie sogar dominieren. Ein Beispiel dafiir ist das von Reimann [35] vorgestellte
Aharonov-Bohm-Billard (vergleiche auch Kapitel 4.6.3), bei dem fiir spezielle Werte des
Flusses die Nédherung der Niveaudichte in niedrigster Ordnung in A identisch Null ist.
Auch beim Kreisbillard im Magnetfeld, das in Kapitel 5 behandelt wird, haben Effekte in
hoheren Ordnungen in h deutlich grofleren Einflufl auf die Niveaudichte.

4.6.2 Asymptotische Peakpositionen

Zur Bestimmung der asymptotischen Peakpositionen sind viele eher technische Uberlegun-
gen notig. Diese sind in Anhang B.2 und B.3 detaillierter beschrieben. Hier werden nur
die wesentlichen Schritte dargestellt und die Ergebnisse prisentiert.

Im ersten Schritt wird gezeigt, dafl es zur Bestimmung der asymptotischen
(Lmaz,mo) — (00,00) ausreicht, fiir festes my den Grenzwert fiir Ly, — oo zu be-
trachten. Abbildung 4.7 zeigt POT/@Z»F"Q’Q (griin) fiir das TxR-Fenster fiir den Grundzustand
(¢ =0,n = 1) und den ersten angeregten Zustand (¢ = 1,n = 1). Diese Peakpositionen
konvergieren fiir L,,,,; — oo offensichtlich monoton gegen einen Grenzwert.

Im n#chstem Schritt wird empirisch gezeigt, dafl abgesehen von einer Streuung der POTFcf’mO
aufgrund der Ungenauigkeit der Peakpositionsbestimmung die POT/{f’mO
der gewihlten Fensterfunktion einer Abhéngigkeit

F, .
POTI‘{/Z' »110 fur

unabhéingig von

') ')

: c c

ti(Lmaz) =€) + 79— + —5° (4.13)
Lmaa: Lma:r

folgen. Zur Bestimmung des Grenzwertes der POTﬁf’mO wird eine solche Funktion an die

Daten angefittet.

In Abbildung 4.7 ist die so bestimmte Funktion ¢; als blaue Linie eingezeichnet. Die
Ubereinstimmung mit den Peakpositionen ist sehr gut. Die Extrapolation von t; nach
Limaz — oo ergibt schlieBlich ¢} als asymptotische Peakposition P°Tr;. In Tabelle 4.1 ist
die Differenz zwischen den so bestimmten P°Tx; und den ®B¥g; fiir die ersten sieben Ei-
genwerte und fiir verschiedene Fensterfunktionen zusammengefafit. Die berechneten Werte
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Abbildung 4.7:  Die in Kapitel }.6.1 bestimmten Peakpositionen POTr1™ in

7

Abhdingigkeit von Lpa. (grin). Die linke Abbildung zeigt den Peak zu i = 1
(n=1,¢=0), die rechte den zu i = 2 (n = 1,£ = 0). Die blaue Linie ist die an
diese Punkte gefittete Funktion t; nach Gleichung 4.13.

sind von der Wahl der Fensterfunktion unabhéngig und kénnen daher tatséchlich als POT-
Eigenwerte bezeichnet werden (c; und ¢ sind dagegen vom gewiihlten Fenster, also der
Art der Glattung, abhiingig). Das zeigt auch dafl die Spurformel tatséichlich eine Summe
von d-Funktionen ist, und die Verschiebung der Peakpositionen mit steigendem L, nur
eine Folge der niherungsweisen Anwendung des Faltungssatzes auf die PO-Summe sind.

Rechteckfenster || Dreieckfenster TxR-Fenster
i (n,0) el o ch o e o
1077 | 1077 || -10710 | L1070 || 107 | 107
11 (1,0) 2.785 | 3.3 —4.174 1 5.9 —30.79 | 24
2| (1,1) 1.018 | 2.5 —1.037 | 1.8 0.215 | 0.7
3| (1,2) || —1.481 | 3.3 2.624 | 2.8 2.884 | 3.2
4 |(2,0) || —0.830 | 5.6 —4.038 | 5.4 9.610 | 1.2
5| (1,3) 1.763 | 4.2 1.494 | 3.6 —44.67 | 24
6| (2,1) || —1.481 | 3.9 —-1.321 | 6.3 1.368 | 3.8
7| (4,0) 1.152 | 5.6 4.225 | 1.8 —0.868 | 1.4
66 — POTHZ' _ EBKK/'[

Tabelle 4.1:  Die Differenz ¢ der POT- und der EBK-Eigenwerte fiir die unter-
sten sieben Zustinde. Jeder POT-Figenwert wurde mit dem Rechteck-, dem Dreieck-
und dem TxR-Fenster bestimmt. Die o sind die Standardabweichungen der POT-
Eigenwerte; -0 entspricht einem Konfidenzintervall von 68 %.

Tabelle 4.1 zeigt, dafl innerhalb der Fehlerschranken die POT- und die EBK-Eigenwerte
iibereinstimmen. Es liegen etwas mehr als die erwarteten 68% der POT-Werte im Bereich
einer Standardabweichung um den EBK-Eigenwert. Damit ist - je nach Eigenwert - mit
einer Genauigkeit zwischen 7.2- 10712 und 2.4 - 10710 gezeigt, daB die EBK-Quantisierung
und die POT im Falle des Kreisbillards ohne Feld ezakt dieselben Eigenwerte ergeben.

Tabelle 4.2 vergleicht die Eigenwerte der EBK-Quantisierung mit denen der Quanten-
mechanik (vergleiche Kapitel 4.1). EBK- und QM-Eigenwerte unterscheiden sich bei den
ersten sieben Peaks je nach Peak um 0.3% (n = 2, = 1) bis 2% (n = 1,¢ = 0). Die
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S5
~—

QMHZ, EBK QMK/Z, — EBK

2.404825557695773 | 2.356194490192345 | 4.863 - 102
3.831705970207512 | 3.794439976085764 | 3.727 - 1072
5.135622301840683 | 5.100386238868546 | 3.524 - 1072
5.520078110286311 | 5.497787143782138 | 2.229- 1072
6.380161895923984 | 6.345186425660033 | 3.498 - 102
7.015586669815619 | 6.997001907674047 | 1.858 - 1072
7.588342434503804 | 7.553059657105045 | 3.528 - 1072

AN AN AN AN AN AN N

N O Ol R W N =
N R e U e
S = W o NN~ O
S’ e e e S N N

Tabelle 4.2: Vergleich der Figenwerte der exakten quantenmechanischen Rechnung
mit denen der EBK-Quantisierung. Die Differenz ist um mehr als acht Gréfienord-
nungen grofer als der in Tabelle 4.1 aufgelistete Unterschied zwischen POT und EBK.

Quantenmechanik und die Semiklassik kommen damit zu leicht unterschiedlichen Werten.
Das ist verstéindlich, da die semiklassischen Methoden lediglich eine N&iherung niedrigster
Ordnung in & sind. Nur im klassischen Limes®, also fiir groBe Quantenzahlen, verschwin-
den die Differenzen zwischen QM und EBK. Wéhrend der Unterschied der semiklassischen
Figenwerte zu den quantenmechanischen also nicht iiberraschend ist, war a priori nicht zu
erwarten gewesen, dafl beide semiklassischen Ansiitze exakt dieselben Werte liefern. Das
wird nach dem Vergleich mit der Situation beim Aharonov-Bohm-Billard im folgenden
Abschnitt in Kapitel 4.6.4 diskutiert.

4.6.3 Aharonov-Bohm-Billard

Unter einem Aharonov-Bohm-Billard versteht man ein zweidimensionales Billardsystem
mit einem (singuliiren) magnetischen FluBschlauch senkrecht zur Billardebene. Solche Sy-
steme sind schon ausfiihrlich untersucht worden [7, 15]. Hier soll nur das Kreisbillard
mit zentrischer FluBlinie untersucht werden. Dieses System ist pseudointegrabel und zeigt
klassisch kein chaotisches Verhalten. Eine Untersuchung der Schalenstruktur mit Hilfe der
POT wurde von Reimann [35, 33] durchgefiihrt.
Die quantenmechanische Losung ist analog zum Fall ohne Flufilinie. Das Vektorpotential
resultiert lediglich in einem additiven Term o = % in der Drehimpulsquantisierung. Da-
bei ist ® der magnetische Flufl durch das Solenoid. Die quantenmechanischen Eigenwerte
ergeben sich damit zu
E(X
Ent = ELK = Unjera)® (4.14)
0

wobei die j, |p1q Wieder die Nullstellen der Besselfunktionen Jy,, sind. Entsprechend
lautet die Gleichung fiir die EBK-Eigenwerte in diesem Fall

14 1
\/I(kR)2 — |0+ al?| = £+ alcos™ (%) =7 (n + Z) : (4.15)
Das Kreisbillard und das Aharonov-Bohm-Billard werden also durch dieselben Formeln
beschrieben, falls man die Drehimpulsquantenzahl ¢ durch |¢ 4 «| ersetzt. Das Vektorpo-
tential beeinflufit die klassische Bewegung im Billard nicht. Damit entwickelt Reimann —

SDer Grenzwert grofer Energien ist nicht genau der klassische Limes, da auch fiir beliebig groe Energien
Zustinde mit einer sehr kleinen Quantenzahl (z.B. £ = 0) existieren. Das erklirt die Ergebnisse von Rob-
nik [32], der numerisch zeigt, da (in Einheiten des typischen Niveauabstandes) nicht alle EBK-Eigenwerte
fiir grofle Energien gegen die entsprechenden quantenmechanischen Werte konvergieren.



4.6. BESTIMMUNG DER POT-EIGENWERTE 39

ausgehend von Gleichung 4.6 unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Phasen durch den
durch die Bahnen eingeschlossenen magnetischen Flufl eine Spurformel fiir das Aharonov-
Bohm-Billard:

11 sin®/2(¢pp)
POT(S — 7’8 .
SV Zﬁ o= Jan
-sin (kLﬁ - 3ang + T) -cos(2man) . (4.16)

Von Oppen [41] kann analog zum Kreisbillard ohne Flufllinie aus der Gleichung der EBK-
Figenwerte wieder eine Spurformel ableiten. Sie ist mit Gleichung 4.16 identisch. Auch
Tatievski [40] kommt zum gleichen Resultat.

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob die POT-Eigenwerte auch im Fall des
Aharonov-Bohm-Billards denen der EBK-Quantisierung entsprechen.

In Kapitel 3.7 wurde gezeigt, dafl die Fouriertransformation der Eigenwerte in k& bei Bil-
lardsystemen das Lingenspektrum der klassischen periodischen Bahnen ergibt. In Abbil-
dung 4.8 sind diese Lingenspektren aus den quantenmechanischen (rot) und den EBK-
Eigenwerten (blau) aufgetragen. Das Spektrum der quantenmechanischen und das der
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Abbildung 4.8: Das Fourierspektrum der quantenmechanischen (rot) und der EBK-
Eigenwerte (blau) fiir das Aharonov-Bohm-Billard mit o« = 0.4. Die griinen Linien

entsprechen den Ldngen der in der PO-Summe enthaltenen klassischen periodischen
Orbits.

EBK-Eigenwerte sind praktisch identisch. Jede griine Linie entspricht einer klassischen
periodischen Bahn im Billard, die in der PO-Summe beriicksichtigt wird. Die Ubereinstim-
mung mit den Peaks der Eigenwertspektren ist sehr gut. Sowohl die Quantenmechanik als
auch die EBK zeigen aber ein deutliches Signal an L = 2R. Das entspricht einem an der
FluBlinie im Zentrum zuriickgestreuten Orbit. Eine solche Bahn tritt in der Spurformel
nicht auf. Trotz der starken formalen Ahnlichkeit mit dem Kreisbillard sind in diesem Fall
EBK und POT nicht identisch. Die EBK-N#herung reproduziert die quantenmechanischen
Ergebnisse in diesem Fall deutlich besser als die POT.
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4.6.4 Diskussion

Da bei der Herleitung der Spurformel des Kreisbillards bzw. des Aharonov-Bohm-Billards
aus den EBK-Gleichungen nach dem Verfahren von Berry und Tabor [6] eine Sattelpunkts-
niherung verwendet wird, sind fiir die beiden Ansitze keine identischen Resultate zu erwar-
ten. Die Ubereinstimmung der Werte sollte etwa von der gleichen Qualitit wie die Uberein-
stimmung zum quantenmechanischen Resultat sein. Beim Kreisbillard sind jedoch, wie in
Abschnitt 4.6.2 gezeigt wurde, EBK und POT exakt identisch, die Sattelpunktsnidherung
ist also exakt. Das Kreisbillard ist also ein Ausnahmefall, vergleichbar mit dem harmoni-
schen Ostzillator. Bei letzterem sind nicht nur die POT- und die EBK-Werte gleich, sondern
die semiklassischen Eigenwerte reproduzieren sogar die quantenmechanischen. Diese Uber-
einstimmung ist schon beim Aharonov-Bohm-Billard nicht mehr gegeben, die Niherungen
unterscheiden sich bereits im Langenspektrum der klassischen periodischen Bahnen.

Eine mogliche Interpretation dieser Beobachtung ist, dafl beim Kreisbillard die Terme in
zweitniedrigster Ordnung in A keinen Beitrag zur Niveaudichte leisten. Beim Aharonov-
Bohm-Billard verschwinden die Terme dieser Ordnung nicht, sie dominieren fiir verschie-
dene Stirken des FluBschlauchs sogar die Niveaudichte’.

Diese Interpretation erklirt sowohl die Ubereinstimmung der POT mit den Resultaten
der EBK-Quantisierung im Kreisbillard wie auch die Differenzen der beiden Ansiitze im
Aharonov-Bohm-Fall, obwohl die Sattelpunktsniherung in beiden Fillen nur in kleinster
Ordnung in & korrekt ist. AuBerdem wird damit die extrem gute Ubereinstimmung der
POT-Resultate mit der Quantenmechanik versténdlich, da die Abweichungen in diesem
speziellen Fall nur noch von drittniedrigster Ordnung in A sind. Diese Deutung mufl aber
noch durch weitere Untersuchungen iiberpriift werden.

"So verschwindet mit o = 0.25 die Niveaudichte in niedrigster Ordnung in % identisch. Das ist an
Gleichung 4.16 leicht ersichtlich, der Cosinus-Term ist fiir dieses « identisch null. Die gesamte Niveaudichte
verschwindet dagegen nicht, sie wird also von Termen héherer Ordnung in ~ dominiert.



Kapitel 5

Das Kreisbillard im homogenen
Feld

Das Kreisbillard im homogenen Magnetfeld wird fir beliebige Feldstirken semiklas-
sisch und quantenmechanisch behandelt. Der Vergleich beider Methoden zeigt, dafl die
POT fiir starke Felder aufgrund von Randeffekten keine befriedigende Ndherung der
Niveaudichte mehr liefert. Ein Ansatz zur ndherungsweisen Implementierung dieser
Randeffekte in die POT wird entwickelt.

In diesem Kapitel wird das Kreisbillard im homogenen Magnetfeld betrachtet. Quanten-
mechanisch wurde dieses System unter anderem von Geerinckx [18], Klama [27] und Rob-
nik [36] diskutiert. Fiir schwache Felder wurde von Reimann [34, 35] eine semiklassische
Spurformel angegeben. Dort wurde das Kreisbillard auch als einfaches Modell eingesetzt,
um die Fluktuationen des Leitwerts eines Quantendots in Abhéngigkeit von der Dotgrofie
und dem Magnetfeld zu erklaren. Die von Lindelof et al. geplanten Messungen der Leitwer-
te von Quantendots in stidrkeren Feldern motivierten die Ausdehnung der semiklassischen
Beschreibung auf hohe Feldstérken. Eine solche Beschreibung war bislang nicht bekannt.
Die semiklassische Formulierung der Niveaudichte im Magnetfeld ist auch von theoreti-
schem Interesse: Fiir schwache Felder dhneln die Familien der klassischen periodischen
Bahnen den Polygonen, die fiir B = 0 auftreten (vergleiche Abbildung 4.2). Diese Bah-
nen sind gegen Rotation um den Kreismittelpunkt entartet. Bei grofien Feldstidrken sind
die klassischen periodischen Bahnen die Zyklotronorbits in der Kreisscheibe. Diese ha-
ben statt der eindimensionalen Rotationssymmetrie eine zweidimensionale translatorische
Symmetrie. Der Ubergang von schwachen zu starken Feldern wird somit mit einer Ande-
rung der Symmetrie der die Niveaudichte dominierenden periodischen Bahnen verbunden
sein. Im Gegensatz zu den Untersuchungen von Creagh [12], der eine stérungstheoreti-
sche Behandlung von Systemen mit ,leicht“ gebrochener Symmetrie vorgestellt hat, ist
der Symmetrieiibergang nicht plotzlich, sondern kontinuierlich: Orbits mit beiden Sym-
metrien existieren in einem weiten Bereich der Feldstdrke nebeneinander. Bei Erhchung
des Magnetfeldes treten Bifurkationen, auf bei denen paarweise Orbits mit Rotationssym-
metrie verschwinden. Gleichzeitig treten zusitzliche, translatorisch entartete Bahnen auf.

In Kapitel 5.1 wird zunéchst die exakte quantenmechanische Lésung vorgestellt. Diese
Daten dienen im weiteren als Referenz, um die Giite der semiklassischen N#iherung zu
iiberpriifen und ihre Fehler zu analysieren. In Kapitel 5.2 wird mit dem Ansatz der POT
eine Spurformel fiir beliebige Feldstirken hergeleitet. Die angesprochenen Orbitbifurka-
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tionen erzeugen unphysikalische Divergenzen in der semiklassischen Niveaudichte, die in
Abschnitt 5.2.4 in einer einfachen Nidherung behandelt werden. In Kapitel 5.3 wird die
Spurformel bis zur ersten Ordnung im Magnetfeld entwickelt. Es ergibt sich die schon
von Reimann [34] oder Tatievski [40] bekannte Niherung. Bei grofien Feldstéirken werden
Effekte hoherer Ordnung in A in der Niveaudichte signifikant. Diese sind in der POT nicht
enthalten und bewirken eine deutliche Diskrepanz zum quantenmechanischen Resultat.
Diese Korrekturen konnen als Randeffekte identifiziert werden und werden in Kapitel 5.5
ndherungsweise in die POT implementiert.

5.1 Die quantenmechanische Behandlung

Im homogenen Magnetfeld lautet die Schrodingergleichung in Coulomb-Eichung

1 ,

HY=FEV ; H = —(F—ed)?
; 5 (P —ed)
. 1 -
A = E(B X T) . (5.1)
In Polarkoordinaten (r, ) separiert das Problem mit ¥ = p(r)©(p) in die Radialgleichung
1 2mE eBr\? P
no, Lo «mb [ ebr p=1F 9
p+7‘p+<h2 <2h>>p 2 (52
und die Winkelgleichung
2
0" —i (e'%) o'=-10 . (5.3)

Dabei ist [ der Separationsparameter. Die Winkelgleichung ist wie im feldfreien Fall ele-
mentar 16sbar und fiir

l=m (m — <6‘%>2> (meZ) (5.4)

mit den zyklischen Randbedingungen vereinbar.

Mit Magnetfeld skalieren die Eigenenergien nicht mehr mit dem Kreisradius, so dafl Ej
keine geeignete Skalierungsgréfie mehr ist. Um die Darstellungen in diesem Kapitel aber
konsistent mit den friiheren zu machen, wird die Energie weiterhin als E/Ey = (kR)?
angegeben. Eine geeignete Einheit der Feldstirke ist dann By := h/(eR?). Im folgenden
wird das Magnetfeld stets in der dimensionslosen Grofie

- B eR? E R
B:=—=—B=\/—— 5.5
Bo h Eo R. (5:5)
angegeben. In diesen Einheiten ist der klassische Zyklotronradius R,
hk kR
eB B (5.6)

Gleichung 5.2 kann auf die Normalform der hypergeometrischen Differentialgleichung
rR"+ (c—r)R' —aR=0 (5.7)

transformiert werden. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind die hypergeometri-
schen Funktionen 1 F} (vgl. z.B. [1]). Die Randbedingungen fordern das Verschwinden der
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Wellenfunktion am Rand der Kreisscheibe. Daraus ergeben sich schliellich die Energieei-
genwerte zu

1+l 1
Ep = hwe (anz + 28 4 + —) (5.8)
2 2
Dabei ist
eB
e = — 5.9
we = 2 (59)

die Zyklotronfrequenz und «,,; sind die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion:
1F1(—ani; 1+ |l];20) =0 . (5.10)

2o = (R/R.)? = (B/kR)? ist der einzige Parameter des Systems. Diese Losung wird auch
von Geerinckx et al. [18] angegeben. Zur expliziten Berechnung der Eigenwerte miissen die
Nullstellen von 1 ] numerisch bestimmt werden. Dazu ist ein Verfahren nétig, das sicher
keine Nullstelle iiberspringt, aber trotzdem (wegen der grofien Zahl der zu betimmenden
Eigenwerte) schnell arbeitet. Die giingigen Methoden erwiesen sich fiir diesen Zweck als
ungeeignet, so dafl eine spezielle Strategie zur Nullstellenbestimmung entwickelt wurde.
Diese verwendet eine prizise Abschéitzung der Position der Nullstellen und eine dem Pro-
blem angepafite Iterationstechnik. Das Verfahren ist in Anhang C beschrieben.

Damit wurden im Bereich von B = 0.05 bis B = 200 die quantenmechanischen Eigenwerte
bis kR = 60 auf 6 Stellen genau bestimmt. Abbildung 5.1 zeigt den Verlauf der Eigen-

150 §

5 10 15 20 25 30 35 - 40
B

Abbildung 5.1:  Die quantenmechanischen Energiceigenwerte der
Kreisscheibe im homogenen Magnetfeld. Die gestrichelten Linien ent-
sprechen den Landauniveaus. Die Graustufen geben die tber v = 1.5
gemittelte Niveaudichte an.
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werte bis kR = 15 in Abhéngigkeit vom Feld. Fiir groflere Felder kondensieren mehr und
mehr Zustinde auf den Landauniveaus, die durch gestrichelte Linien angedeutet sind. Wie
fiir alle rd&umlich beschriinkten Systeme gibt es jedoch bei jeder Feldstdrke Zustéinde mit
Energien zwischen den Landauniveaus. Wihrend (im Grenzfall grofler Felder) die Lage der
Landauniveaus von den Randbedingungen unabhéingig ist, reagieren die Zwischenzustéinde
sehr sensibel auf die Randbedingungen.

In Abbildung 5.1 ist als Graustufendarstellung zusétzlich noch die iiber einen Bereich von
v = 1.5 gemittelte quantenmechanische Niveaudichte abgebildet. Der Grauwert enthélt da-
mit Informationen iiber die Schalenstruktur. Dunkle Bereiche entsprechen einer niedrigen
Niveaudichte und damit einem besonders stabilen System!?.

5.2 POT fiir beliebig starke Felder

Mit dem Ansatz von Creagh und Littlejohn [14] fiir Systeme mit kontinuierlichen Sym-
metrien kann eine PO-Summe fiir das Kreisbillard im homogenen Magnetfeld hergeleitet
werden.

Im ersten Abschnitt werden die klassischen periodischen Bahnen des Systems klassifiziert.
Diese zerfallen in zwei Gruppen: die Gruppe der polygonidhnlichen Bahnen mit Reflektio-
nen am Kreisrand und die der Zyklotronbahnen, die die Wand des Billards nie beriihren.
In den Kapiteln 5.2.2 und 5.2.3 wird jeweils eine PO-Summe fiir diese Klassen von Orbits
hergeleitet. Die Auswertung der gesamten Spurformel in Abschnitt 5.2.4 ist im wesentli-
chen analog zum feldfreien Fall. Lediglich die Orbitbifurkationen verlangen eine zusétzliche
Naherung.

5.2.1 Klassifikation der klassischen periodischen Orbits

Fiir B = 0 koénnen die Orbits nach 8 = (a,b,n) klassifiziert werden. Dabei ist (verglei-
che Abbildung 4.2 von Kapitel 4) a die Zahl der Reflektionen des primitiven periodischen
Orbits und b seine Umlaufzahl. n gibt die Anzahl der Wiederholungen dieses primiti-
ven Orbits an. Das Anlegen eines Magnetfeldes bricht die Zeitumkehrinvarianz. Dadurch
haben ,linkslaufende® und ,rechtslaufende* Orbits nicht linger die gleiche Trajektorie.
Schwache Felder bewirken lediglich eine leichte Kriimmung der Polygonseiten (vergleiche
Abbildung 5.2), ohne die Topologie der Bahnen zu veriindern. Fiir Feldstéirken, bei denen
der Zyklotronradius R, grofler als der Kreisradius R ist, kdnnen die klassischen periodi-
schen Bahnen daher mit % = (a,b,n)* klassifiziert werden. Dabei werden Orbits mit
nach auflen gekriimmten Bogen als ,,4+“-Orbits bezeichnet, die mit nach innen gekriimm-
ten Polygonseiten als ,,-“-Orbits. Alle Polygone § = (a,b, n) spalten in Anwesenheit eines
Magnetfeldes somit in zwei Orbits 4T und 3~ auf. Lediglich die ehemaligen Durchmes-
serbahnen (3 = (2,1,n)) hingen nicht vom Umlaufsinn ab?. Fiir die Berechnung der
Amplituden und der Wirkungen der Orbits werden folgende geometrische Groéflen verwen-
det, die in Abbildung 5.2 am Beispiel der 37-Orbits gezeigt sind:

!Eine Ausnahme ist der Bereich unterhalb des ersten Landauniveaus, der fiir kein System, also auch
kein stabiles, zugénglich ist.

2Bei allen im folgenden hergeleiteten Formeln fiir 37- und 3~ -Orbits ergibt die Durchmesserbahn in
beiden Fillen dieselben Ergebnisse. Er kann daher sowohl als 57- als auch als 5~ -Orbit betrachtet werden.
Er darf jedoch nicht - da er nicht nach dem Umlaufsinn entartet ist - in beiden Féllen beriicksichtigt
werden. Um die Darstellung einfach zu halten, wird der Durchmesser im folgenden je zur Hilfte bei den
B7- und bei den B~ -Orbits beriicksichtigt.
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N

B=(3,1.n)

B=(2,1,n)

B=(4,1,n)

Abbildung 5.2: Klassifizierung der klassischen periodischen Bahnen der Kreisschei-
be im homogenen Magnetfeld fir R. > R. Die Klassifizierung entspricht der im
Falle B=0 mit einem zusdtzlichen Index, der die Umlaufrichtung angibt. Die Bahn-
krimmungen sind hier fiir negativ geladene Teilchen in einem positiven magnetischen
Feld gezeichnet. Im rechten Bild sind die geometrischen Grdfien, die im Text definiert
werden, eingezeichnet.

O ist der halbe Mittelpunktswinkel des Polygons, das durch die Reflektionspunkte der
Bahn an der Wand aufgespannt wird. « ist der halbe (spitze) Mittelpunktswinkel der
Zyklotronbewegung und ¢ der Winkel zwischen der Tangente der Bahn und dem Radi-
usvektor im Reflektionspunkt. Der Abstand zwischen dem Kriimmungszentrum der Bahn
und der Polygonseite wird s genannt, und c ist die Lange der Projektion des Kreisradius
auf die Bahntangente im Reflektionspunkt. Der Abstand zwischen Kreismittelpunkt und
Kriimmungszentrum der Bahn wird schliellich mit d bezeichnet. Alle Grofien sind geome-
trisch, also stets positiv definiert.

Wenn der Zyklotronradius kleiner als der Kreisradius wird, dndert sich die Topologie der
Bahnen. Die periodischen Bahnen fiir B, < R sind in Abbildung 5.3 gezeigt. Zunéchst

B=(4,1,n) B=(4,1,n) Zyklotronbahnen

Abbildung 5.3: Klassifizierung der klassischen periodischen Bahnen der Kreisscheibe
im homogenen Magnetfeld fiir R, < R. Zur besseren Ubersicht ist jeweils ein Teil des
Orbits dick gezeichnet. (A) Die 3~ -Orbits sind analog zum Fall R. > R. (B) Die
Topologie der 3% -Orbits dndert sich schlagartig gegeniiber dem Bereich R. > R. (C)
Es entstehen neue, zyklotronartige Bahnen, die ganz im Inneren der Kreisscheibe
liegen.
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gibt es neue, zyklotronartige Bahnen, die ganz im Inneren der Kreisscheibe liegen. Diese
Zyklotronbahnen konnen mit n klassifiziert werden, wobei n wie im Fall der 8—Orbits die
Anzahl der Wiederholungen der Bahn angibt (Abbildung 5.3(C)). Solange R, groer als
die halbe Seitenlinge eines Polygons Rsin © ist, existieren die S~ -Orbits des Bereiches
R. > R weiter (Abbildung 5.3(A)). Die 81-Orbits &ndern bei R = R, dagegen abrupt ihre
Topologie. Die neuen 87-Orbits sind in Abbildung 5.3(B) eingezeichnet. Sie existieren ge-
nau wie die §7-Orbits nur fiir R. > R sin©. An den Punkten R. = Rsin © verschwinden
damit jeweils ein 37- und ein 37-Orbit paarweise.

Die Groien O, «, ¢, s, c und d sind analog zum Fall R. > R definiert.

Sie berechnen sich zu

b
= = A1
o = I (5.11)
. (R .
v = arcsin (— s1n(~)> (5.12)
R,
¥y — © + w/2 fir (BT,R.>R)
o = { -y + © + w/2 fir (B, R.<R) (5.13)
v + © — «/2| fir (B7)
s = \R?2— R2sin?@ (5.14)
¢ = Rcosy (5.15)

g {sRcos@ fiir  (61)

s+ Rcos® fiir (87)

Damit sind sémtliche klassischen periodischen Bahnen des Kreisbillards im homogenen
Magnetfeld klassifiziert. Im néchsten Abschnitt wird die PO-Summe iiber die §-Orbits
berechnet; die Zyklotronorbits werden in Kapitel 5.2.3 behandelt.

5.2.2 Die Orbits mit Wandreflektionen

Die (-Orbits treten wie im Falle B = 0 in Familien auf, die gegen Drehung um den Mit-
telpunkt der Kreisscheibe entartet sind. Systeme mit solchen kontinuierlichen Symmetrien
konnen mit dem in Kapitel 2.2.2 vorgestellten Formalismus von Creagh and Littlejohn [14]
im Rahmen der POT behandelt werden. Die resultierende PO-Summe ist in Gleichung 2.12
auf Seite 10 allgemein angegeben. Die darin auftretenden Grofien sollen jetzt fiir das Kreis-
billard im homogenen Magnetfeld berechnet werden.

Die Symmetrie wird, wie in Abbildung 5.4(A) gezeigt, durch Drehung der Orbits um
den Mittelpunkt der Kreisscheibe erzeugt. Diese Symmetrie ist eindimensional und k£ = 1.
Eindimensionale Symmetrien sind immer abelsch, daher ist @@ = 1. Die zugehorige Erhal-
tungsgrofe zur Symmetrie ist der Drehimpuls L, der in Coulomb-Eichung als

L=|Ll=hvk —§FQ (5.17)

geschrieben werden kann. Da L ldngs der Bahn eine Erhaltungsgrofie ist, kann man den
Drehimpuls an den Reflektionspunkten auswerten. Dort ist

B
L = hRksinp — %R2 . (5.18)
Damit 14t sich W als
d¥ (L
w = W) (5.19)

dL
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(A 2 (B) ©

NS

Abbildung 5.4: (A) Die 3-Orbits treten in Familien auf, die gegen Drehung um den
Mittelpunkt entartet sind. (B) W ist der Winkel der Drehung, die den Endpunkt einer
(nicht notwendig geschlossenen) Bahn auf den Startpunkt abbildet. (C) Der Maslov-
Index ist wie bei B = 0 pro Reflektion mit dem Rand p = 3.

schreiben. Dabei ist W(L), wie in Abbildung 5.4(B) angegeben, der Winkel, um den man
den Endpunkt eines (nicht notwendig periodischen) Orbits mit Drehimpuls L zuriickdrehen
muf}, damit er mit dem Startpunkt zusammentfillt. Fiir periodische Orbits ist ¥(L) = 0.
dV¥/dL gibt die Empfindlichkeit der Bahn gegen kleine Anderungen der Anfangsbedin-
gungen an. Da das Kreisbillard auch im Magnetfeld noch integrabel ist, ist der ,surface
of section“-Term det(M — I) aus Gleichung 2.12 gleich 1. Das Integral iiber du(g) ist
das Integral iiber den Mittelpunktswinkel. Da die Orbits eine a-fache Symmetrie gegen
Rotation besitzen, ist [ du(g) = 27/a. Wie in Abbildung 5.4 dargestellt, hat jedes Orbit
pro (Polygon-)Seite weiterhin eine harte Reflektion an der Aulenwand und eine weiche
Reflektion an der inneren Kaustik. Der Maslov-Index ist daher derselbe wie im Fall ohne
Magnetfeld, ndmlich p = 3an. Insgesamt ist die PO-Summe fiir das Kreisbillard damit

1711
POT(s s P
- T [z‘h @rin) 1
ol dL 1D\ s o
' — g i —i(3a—8) %
2 (T”PO « |a0(T) O IR

Die Grofe dgé:L) berechnet sich mit ein wenig ebener Trigonometrie zu
dr de V2
‘ dL 1/2_ T@% B Lc_d (5 21)
dv(rL)| | de -\ 2an s ’ '

de

wobei p der kinematische Impuls v2mFE ist. Dieses Ergebnis ist mit den geometrischen
Definitionen von ¢,d und s fiir die 8- und B~-Orbits sowohl fiir R, > R als auch fiir
R. < R giiltig. Fiir die 87-Orbits ist dW(L)/dL stets groBer 0 und § damit gleich 1. Fiir
die 5~-Orbits ist § = 1 fiir R. > R und § = 0 sonst.

Die Lange eines primitiven periodischen Orbits berechnet sich zu

v fir (R.> R)
Lppo =2aR.E3 mit &g = (m—~) fiir (BT, R. < R) , (5.22)
0% fir (87,R.<R)
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und die Zeit Tppo zum Durchlaufen des Orbits ist Tppo = m - Lppo/p.
Damit ist

1 1 1 R cd S 3 T T
POT g - sy .G (_B_ = J— _>
JE Fo Vs ﬁzifﬁ —" &3 R sin Y an27r + 5 + 1
=: Aﬁ
1 1 Sp 3 T T
= Ag - sin <— —an—-7m+06— + —> . 5.23
B VR %fﬁ 3 - 5 5T 1 (5.23)

Die Durchmesserbahn wird - um die Darstellung einfach zu halten - je zur Hélfte als 57-
und als 87 -Orbit beriicksichtigt. Dazu dient der Faktor fg, der als fg := % fiir a = 2b und
fs = 1 sonst definiert ist. Fiir B — 0 ergeben sich asymptotisch die aus Gleichung 4.6
bekannten Amplituden des feldfreien Falles

:03/2 (e}
e 24
B Jan (5.24)
In Abbildung 5.5 ist % fiir den Durchmesser, das Dreieck, das Viereck und das 10-

Eck im Bereich R. > R aufgezeichnet. Mit der dimensionslosen Feldstiirke B ist der

1.47 (@)}
=
: —
2
1.0 - 5 6BBBOEEGBBBEEeE0eB0b0008B 0808 6
As ﬁ 890QRBER00ERAARRERRRRRAERARRES
B Y -
A O = O
A[3 % )
06 &
2 -1 Q B
e 0: D
w .
I~ o:0 _
o + : 10-Eck
0 \ |
0 RLR 2 4 6 8 kR 10
C 5

Abbildung 5.5: Die relativen Amplituden der Orbits im Vergleich zum feldfreien
Fall fiir R, > R. Die 3~ -Orbits werden mit gréferem Feld stirker gewichtet, die 37 -
Orbits verlieren Einfluf8. Ihre Amplitude verschwindet fiir R. = R. Die Abhdngigkeit
der Amplituden vom Magnetfeld ist insgesamt gering.

Zusammenhang der geometrischen Gréflen R und R, mit Energie und Magnetfeld durch

R, kR

—_— = —= 5.25

R B ( )
gegeben.

Mit groBeren Feldstirken gewinnen die S~-Orbits und verlieren die 37-Orbits an Gewicht.
Das Durchmesserorbit zeigt die schwichste Abhingigkeit der Amplitude vom Feld, aber
auch die anderen Bahnen héngen nur wenig von der Magnetfeldstiarke ab. Die Amplituden
der 31-Orbits verschwinden fiir R, = R. Das ist sehr angenehm, da somit der sonst zu
erwartende Sprung in der Niveaudichte durch die abrupte Anderung der Topologie der
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Abbildung 5.6: Die relativen Amplituden der Orbits im Vergleich zum feldfreien
Fall fiir R. < 1.2R. Die Amplituden der 5~ -Orbits sind an R = R, erwartungsgemdy

stetig. An den kritischen Punkten R. = Rsin® (senkrechte Striche) divergieren sie
gegen oo.

B+-Orbits an R, = R unterdriickt wird.

In Abbildung 5.6 ist )%‘ fir R, < R gezeigt. Die 7-Orbits gehen ohne Topologieinde-
rung vom Bereich R. > R in den Bereich R, < R iiber. Daher ist zu erwarten, dafl ihre
Amplituden an R = R, stetig sind. Das ist in der Abbildung auch erkennbar. Die Amplitu-
den der 3% und der S~ -Orbits divergieren an R. = Rsin ©. Das sind genau die kritischen
Punkte, an denen diese Orbits paarweise verschwinden: Falls die Seitenléinge des Polygons
(a,b) kleiner ist als der doppelte Zyklotronradius, gibt es keine ,,bouncing orbits“ mit
diesen (a,b) mehr. Durch diese Divergenz der Amplituden sind auch Divergenzen in der
semiklassischen Niveaudichte zu erwarten. Dieses Problem, das mit der Symmetriednde-
rung aufgrund des magnetischen Feldes zusammenhéingt, wird in Kapitel 5.2.4 behandelt.

Zur expliziten Berechnung der PO-Summe fehlen noch die Ausdriicke fiir die Wirkungen
lings eines Orbits. Die Wirkung entlang des gesamten Orbits setzt sich aus dem Integral
iiber den kinematischen Impuls lings der Bahn und dem vom Orbit eingeschlossenen Flufl
zusammen. Dabei mufl man die mehrfach umlaufenen Bereiche, die in Abbildung 5.7

(3,1,n5r (5,2,n5r (7,3,n5r

Abbildung 5.7: Bei der Berechnung des magnetischen Flusses durch das periodische

Orbit muf man die mehrfach umlaufenden Gebiete (mit dunklerem Grau hinterlegt)
entsprechend dfter berticksichtigen.
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dunkler hinterlegt sind, entsprechend beriicksichtigen. Insgesamt ergibt sich schliellich
unter Beriicksichtigung des Umlaufsinns

R:(y = %57) + B> fir (04, Rc>R)
Fppo = { R2(m—v + “Tz“/) - R? HTEZ fir (B4,R.<R) . (5.26)
Ry - 2) o RIE2O g (5
Mit Gleichung 5.22 ist die Wirkung ldngs eines periodischen Orbits 5 damit
Sp(E) = /(ﬁ— eff) dg=n-(pLppo —eBFppo) = napR.n (5.27)
v + s?n227 - (1%)2 S%n22® fiir (,B—i—,Rc > R)
mitn = § Ty — B 4 (F)2E29 fiir (B4,R. < R)

v+ sin22v + (1%)2 sin22® fiir (/8*)
Damit ist die PO-Summe fiir die 8-Orbits vollstandig berechnet.
Fir R. > R gibt es keine Zyklotronorbits, und die Gleichung 5.23 definiert schon den

gesamten oszillierenden Teil der semiklassischen Niveaudichte. Fiir R. < R miissen noch
die Zyklotronorbits beriicksichtigt werden.

5.2.3 Die Zyklotronorbits

Im Gegensatz zur Rotationssymmetrie der §-Orbits, die im letzten Abschnitt behandelt
wurden, treten die Zyklotronbahnen in translatorisch entarteten Familien auf. Der Ha-
miltonoperator des Systems nach Gleichung 5.1 ist aber von den Operatoren dieser Ver-
schiebungen — x bzw. y — abhéngig. In diesem Fall ist die geometrische Symmetrie daher
nicht gleichzeitig die innere Symmetrie des Hamiltonians. Die Strategie zur Behandlung
der Symmetrieentartung bleibt aber dieselbe wie im geometrisch anschaulichen Fall der
B-Orbits: Das System wird um die Koordinaten, nach denen der Hamiltonian entartet
ist, reduziert. Das Teilsystem ohne weitere kontinuierliche Symmetrien kann mit der ur-
spriinglichen POT von Gutzwiller behandelt werden. Uber die Entartung nach den iibri-
gen Koordinaten mufl exakt integriert werden. Hier sind diese Koordinaten nicht direkt
erkennbar, so daB sie erst durch Diagonalisieren des Hamiltonoperators berechnet werden
miissen. Mit

1 < n eB )
Ty = —— —
1 eB
— i 5.28
Tp |BB| <py 9 I) ( )
eB
wo =
ist
1
H = §wc(7r§ + Wz) . (5.29)
AuBerdem gilt [7,,m,] = ih. m, und 7, sind also kanonisch konjugierte Koordinaten.

Der Hamiltonoperator hat damit genau die Form eines eindimensionalen harmonischen
Oszillators der Frequenz w.. Er ist von der zweiten Koordinate (des urspriinglich zweidi-
mensionalen Systems) unabhéngig, also nach ihr entartet. Um iiber diese Entartung zu
integrieren, muf diese Koordinate explizit bekannt sein. Mit

I, = mp+./leB|z
I, := m,—/leBly (5.30)



5.2. POT FUR BELIEBIG STARKE FELDER 51

gilt
(I, 1] =ik und [, 7] = [, mp] = [, 7] = [II,,7,] =0 . (5.31)

Damit ist II, die zu 7, orthogonale Koordinate und II,, der dazu konjugierte Impuls. Die
Entartung des Hamiltonians nach Gleichung 5.29 ist aus dem Volumen des in (II,, II,)
zuganglichen Phasenraums zu berechnen. Es gilt allgemein
J dpdq
N=——:- , 5.32
(2mh)n/? (5.32)
wobei n die Dimension des Phasenraums ist. Die Transformation der Randbedingungen
auf die Koordinaten (I, II,) eriibrigt sich in diesem einfachen Fall, da II, und II, direkt
geometrisch interpretierbar sind.

(X,Y (5.33)

1 1
)= (m“m“)

sind genau die (karthesischen) Koordinaten des Mittelpunkts der Zyklotronbahn;

~~-:—17r17r .
(Z.p) : (V%Ep\@EI) (5.34)

sind die Relativkoordinaten der Kreisbewegung. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 5.8
dargestellt. Das zugingliche Volumen in (X,Y) ist damit als (R — R.)?7 direkt aus der

Abbildung 5.8: Die orthogonalen Koordinaten, in denen der Hamiltonian der Bewe-
gung im homogenen magnetischen Feld diagonal ist, lassen sich geometrisch einfach
interpretieren. Daraus ist das Volumen des zugdnglichen Phasenraums direkt ablesbar
(graue Fliche).

Skizze ablesbar, das Phasenraumvolumen in (Il, IT,,) ist daher e B(R — R.)*r, und fiir die
Entartung ergibt sich

eB _k
2h 2R,
Jetzt mufl noch der Hamiltonian nach Gleichung 5.29 semiklassisch behandelt werden.
Die Spurformel fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator ist aber einfach zu be-
rechnen. Die Wirkung ist S = hkR.7, die Umlaufdauer 2rmR./p, und der Maslov-Index

aufgrund der beiden weichen Reflektionen am Potential ist 2. Damit ergibt sich aus Glei-
chung 2.11 oder Gleichung 2.12

1 1 2rmR,. ;
POT(sggO — _;% E Z WT; Cez(chkwfrwr) ’ (536)
n

N:

(R — R.)? (R—R.)* . (5.35)



52 KAPITEL 5. DAS KREISBILLARD IM HOMOGENEN FELD

wobei n die Wiederholungszahl des Orbits ist. Die gesamte Spurformel fiir die Zyklotron-
bahnen in der Kreisscheibe ist somit
m

7
"ogR" = B2

(R— R.)* Z cos(nR.km — nm) . (5.37)

Die semiklassische Spurformel fiir den harmonischen Oszillator ist bekanntermaflen exakt,
und die Berechnung der Entartung entspricht dem quantenmechanischen Formalismus.
POTéggyc ist daher der exakte Ausdruck fiir den oszillierenden Anteil der Niveaudichte von
Landauniveaus.

Die Spurformel der ,,bouncing orbits“ nach Gleichung 5.23 enthélt im Vergleich zur PO-
Summe iiber die Zyklotronorbits nach Gleichung 5.37 einen zusitzlichen Faktor v/A. Das
entspricht der hoheren Symmetrie der Zyklotronbahnen, die ja zweidimensionale Transla-
tionsymmetrie besitzen, wihrend die f—Orbits nur eindimensional nach der Rotation um
den Kreismittelpunkt entartet sind. Dadurch ist schon an den Vorfaktoren der Spurfor-
meln ablesbar, dafl fiir grofle Feldstirken die Zyklotronbahnen, also die Landauniveaus,
die Zustandsdichte dominieren werden. Fiir R, — R verschwindet der Entartungsfaktor
aber quadratisch, so daf} ihr Beitrag zur Niveaudichte fiir kleine Felder stetig gegen Null
geht. Das stimmt mit den quantenmechanischen Ergebnissen iiberein.

Die Berechnung der Spurformel ist im Fall des harmonischen Oszillators auch analytisch
moglich. Im Hinblick auf die Kombination mit der Spurformel der S—Bahnen soll sie
aber wie diese numerisch mit den Methoden von Kapitel 3 ausgewertet werden. Dort sind
fiir den harmonischen Oszillator bereits zwei Moglichkeiten zur numerischen Berechnung
vorgestellt worden, hier wird eine weitere eingesetzt. Eine Umformung der Spurformel fiir
den harmonischen Osrzillator ergibt

Z cos(nR.kEIl —nmw) = Z cos(2nR.km) + cos((2n + 1)R.km — )
= (1 — cos(R:kT)) Z cos(2nR.km) +

+ sin(Rckm) Y sin(2nRckr) . (5.38)

Mit e(F) := k und g(E,n) := 2nR.m separiert jeder der Terme auf der rechten Seite nach
Gleichung 3.25. Diese Auswertung nach Gleichung 3.27 entspricht dann exakt? der Faltung
der Niveaudichte mit einer Glattungsfunktion in e(F) = k. Da die Fouriertransformation
linear ist, gilt dasselbe auch fiir die gesamte Spurformel des harmonischen Oszillators.
Somit ist die Berechnung der Spurformel des harmonischen Oszillators mit einer Fen-
sterfunktion F'(g) dquivalent zu einer Faltung der Niveaudichte in k. Das ist genau die
gewiinschte Glattungsvariable, da die Spurformel der 5-Orbits (analog zum Fall B = 0)
auch nach k geglittet werden soll. Die in diesem Fall geeignete numerische Approximation
lautet also

rOT sglyel %(R — R.)? Z F(2nR.7) - cos(nR:km — nr) : (5.39)

Die so mit dem Dreiecksfenster mit L., = 20 berechnete Niveaudichte ist in Abbil-
dung 5.9 gezeigt. Die grauen Fliachen geben zum Vergleich die Lage und Entartung der
quantenmechanischen Eigenwerte an. Die Ubereinstimmung ist, wie analytisch erwartet,
exakt. Die Peaks haben genau die Form der Fouriertransformierten des Dreiecksfensters

3Die Amplituden sind konstant, daher gilt der Zusammenhang exakt.
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Abbildung 5.9: Die Summe idiber die Zyklotronorbits (schwarz) ergibt exakt die
quantenmechanische Niveaudichte der Landauniveaus auf der Fliche der Kreisscheibe
(graue Rechtecke).

(vergleiche Abbildung 3.1 auf Seite 21). Ihre Breite ist unabhéngig von k. Das bestéitigt
nochmals die Methode der numerischen Auswertung von Spurformeln.

In der Herleitung wurden keine Randeffekte beriicksichtigt, die Losung gilt daher nur fiir
unendlich ausgedehnte Systeme. Aus der Quantenmechanik ist bekannt (vergleiche Ka-
pitel 5.1), daB fiir groBle Feldstirken, also fiir R, < R, der Einflul des Randes auf die
Landauniveaus klein wird. Deshalb wird in diesem Bereich die Niveaudichte gut durch die
Summe iiber die Landauniveaus angenéhert. Die quantenmechanischen Zustédnde zwischen
den Landauniveaus, die nur aufgrund der rdumlichen Begrenzung des Systems existieren,
sind in der Sumime iiber die Zyklotronorbits nicht enthalten. Sie sollten von der PO-Summe
iiber die vom Rand abhéngigen ,,bouncing orbits* g3 erfafit werden.

Mit den Gleichungen (5.23) und (5.37) ist jetzt die vollstéindige semiklassische Niveau-
dichte fiir beliebige Feldstirken bekannt. Diese wird im né#chsten Abschnitt numerisch
ausgewertet (Kapitel 5.2.4) und in Kapitel 5.4 mit den quantenmechanischen Ergebnissen
aus Kapitel 5.1 und der POT-Schwachfeldnidherung aus Abschnitt 5.3 verglichen.

5.2.4 Auswertung der PO-Summe

Fiir R, > R hat sich an der Topologie der Bahnen im Vergleich zum feldfreien Fall, der
in Abschnitt 4 behandelt wurde, nichts geindert. Die Brechung der Zeitumkehrinvarianz
spaltet die PO-Summe in zwei Teilsummen iiber 31 und 3~. Die Struktur dieser Summen
ist aber zu der fiir B = 0 identisch, und die in Kapitel 4.4 verwendete Strategie zur nu-
merischen Auswertung kann unveréindert iibernommen werden. Das System ist zwar kein
Billardsystem mit separablen Wirkungen mehr, aber mit dem in Kapitel 3 vorgestellten
Verfahren immer noch zu behandeln. Mit e(e) := k und ¢g(#, G) := naR.n (fiir die Defini-
tion von 7 siche Gleichung 5.27) ist nach Gleichung 3.27 die Berechnung der PO-Summe
mit einer Fensterfunktion F(g) vergleichbar* mit der Faltung der Zustandsdichte in k.

“Durch die geringe Energicabhiingigkeit der Amplituden (vergleiche Abbildungen 5.5 und 5.6) ist die
Bedingung v < x erfiillt. Die Energieabhéngigkeit von o wird aber vernachléssigt. Im Bereich R. > R ist
diese Abhéngigkeit minimal. Fiir R. < R wird sich die Peakform, nicht aber die Peakfliche dadurch leicht
verédndern. Das ist jedoch unerheblich, da die PO-Summe in diesem Bereich nachtréglich noch gefaltet
werden muf} (s.u.).
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Das zusiitzlich zur Verwendung einer Fensterfunktion nétige Abbrechen der Summation
nach einer maximalen Eckenzahl pro Umlauf fiihrt wieder zu kleinen Storpeaks, diesmal
getrennt fiir die Teilsummen iiber 3% und 3~. Die Summation wird jeweils so weit durch-
gefiihrt, dafl die Storpeaks in der Niveaudichte nicht mehr zu erkennen sind. Insgesamt sind
die Effekte aber vollig analog zu den in Kapitel 4.4 behandelten und werden hier nicht
nochmals diskutiert. Beim Vergleich mit den quantenmechanischen FErgebnissen werden
diese wieder mit der Fouriertransformation der verwendeten Fensterfunktion gefaltet.

Fir R. < R andert sich die Struktur der PO-Summe. Die zusétzliche Summe iiber die
Zyklotronorbits wurde schon im letzten Abschnitt ausgewertet und bereitet keine Schwie-
rigkeiten. Problematisch sind in der PO-Summe iiber die 8-Orbits die Orbitbifurkationen,
durch die an allen Punkten mit R. = R jeweils zwei Orbits schlagartig verschwinden. Wie
in Kapitel 5.2.2 gezeigt wurde, divergieren die Amplituden der Bahnen an diesen kriti-
schen Punkten. Die sprunghafte Anderung der Amplitude verletzt sicher die Bedingung
v < n von Gleichung 3.27, so dafl die Verwendung einer Fensterfunktion bei der nume-
rischen Auswertung der PO-Summe nicht mehr der Faltung der Niveaudichte mit f(k)
entspricht. Daher ist nicht zu erwarten, dafl die Verwendung einer Fensterfunktion die-
se Divergenzen an den kritischen Punkten behebt. Abbildung 5.10 zeigt die PO-Summe
fir B = 2.4, ausgewertet mit einem Dreieckfenster der Breite L., = 50. Die senk-
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Abbildung 5.10: Die PO-Summe nach Gleichung 5.23 fiir B = 2.4 bei Auswertung
der Summe mit dem Dreiecksfenster mit Lymee. = 50, mg = 6. An den kritischen
Punkten der Orbitbifurkationen ist die PO-Summe unstetig und divergiert einseitig.
Einige kritische Punkte der Orbits mit (a,b) wurden zum Vergleich eingezeichnet.

rechten Striche geben die Lagen einiger kritischer Punkte an. An diesen Stellen treten
tatséchlich Divergenzen der PO-Summe auf. Zur exakten Behandlung miifiten die Bifur-
kationspunkte der Orbits genauer behandelt werden. Die Bifurkationen beim Kreisbillard
entsprechen dem typischen Fall einer Orbitbifurkation, bei dem (in Abhiingigkeit eines Pa-
rameters) zwei Orbits gleichzeitig verschwinden (vergleiche Abbildung 5.11). Dort versagt
die Sattelpunktsniherung in der Herleitung der PO-Summe, wodurch im allgemeinen die
Amplituden divergieren. Das wird auch beobachtet. Nach der in Kapitel 2.2.2 vorgestell-
ten Interpretation von Spurformeln sind es aber nicht genau die klassischen periodischen
Bahnen, die in der PO-Summe relevant sind, sondern ihre Umgebungen. Es gibt aber auch
noch fast-klassische, fast-periodische Bahnen, wenn die klassische periodische Bahn am Bi-
furkationspunkt schlagartig verschwindet. Diese Bahnen tragen weiterhin zur Niveaudichte
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Abbildung 5.11: Beim typischen Fall einer Orbitbifurkation verschwinden zwei Or-
bits in Abhdngigkeit eines Parameters (M) gleichzeitig. Eine exakte Behandlung ver-
langt die Beriicksichtigung sogenannter ,imagindrer Orbits“ (getrichelte Linie).

bei, daher ist physikalisch ein stetiger Ubergang der Zustandsdichte iiber die Bifurkati-
onspunkte zu erwarten. Solche Bifurkationen verlangen anstelle der Sattelpunktsniherung
eine exakte Behandlung. Solche Analysen wurden zum Beispiel von [30] durchgefiihrt.
Ergebnis ist erwartungsgemiifi ein weicher Ubergang iiber diese kritischen Punkte. Ein
solcher physikalischer, weicher Ubergang kann auch einfacher durch eine nachtrigliche
Faltung der PO-Summe mit einer Glattungsfunktion erreicht werden. In folgenden wird
diese grobe N#herung zur Behandlung der Bifurkationspunkte benutzt. Auf diese Weise
werden zumindest die unphysikalischen Divergenzen der Zustandsdichte beseitigt.

Bei der numerischen Auswertung fiir R. < R wird daher die PO-Summe zunéchst auf
einem engen Raster mit einer Fensterfunktion berechnet, die einer Glattung iiber einen
schmalen Bereich entspricht. Diese Funktion wird dann mit einer (breiteren) Glattungs-
funktion gefaltet. Beim Vergleich mit den quantenmechanischen Ergebnissen werden die
Eigenwerte dann ebenfalls zweimal gefaltet, umn die Vergleichbarkeit zu erhalten. Die ge-
samte semiklassische Niveaudichte wurde somit mit folgenden Formeln berechnet:

R.> R:
1 1
POT
= —— (1= =
9E = 1R < kR) +
1 1 Sg 3 T w
+—= F(naR,. Ag - sin (— —an-m+ 0= + —7r>
Eo \/Rkn @Zi (naBen) f5Ap h 2" 09Ty
R. < R:
POTgE — L( _L>+f2(k)*
4F kR
11 . (Ss 3 T
‘5 Vi o (naftenfsds sin (3 —amym oG+ )
+I(R— R Y F(2nRer) cos(nRokn — nﬂ')] . (5.40)

Die Groien Ag, f3, 6 und 7 sind in Abschnitt 5.2.2 definiert.

Die auf diese Weise berechnete PO-Summe wird in Kapitel 5.4 mit den quantenmecha-
nischen Ergebnissen verglichen. Zunichst wird jedoch eine einfache Niaherung der PO-
Summe fiir schwache Felder vorgestellt.
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5.3 POT fiir schwache Felder

Die PO-Summe nach Gleichung 5.40 ist bei der Auswertung deutlich aufwendiger als die
entsprechende Gleichung 4.6 im feldfreien Fall. Fiir schwache Felder ist R. > R, was
die Auswertung vereinfacht. Zusitzlich kann man versuchen, eine lineare Niherung in B
durchzufithren. Die Amplituden Ag héingen nur quadratisch vom Feld ab. In einer linearen
Niherung kann man sie daher durch die Amplituden fiir B = 0 ersetzen. Die Entwicklung
der Wirkung nach Gleichung 5.27 nach Potenzen von B ergibt

1 S 11 _ i
+ A Lo 0) . - 30 . R2 3
S% = an(2kRsin© ¥ 5 5in(20) - Bt sin @ - B+ O(B ) (5.41)

Schwachfeld-Ndherung

Dabei gilt das ,,+“-Zeichen fiir die f~-Orbits und umgekehrt. Aufler diesem Vorzeichen
héngen keine Gréflen vom Umlaufsinn ab; die Spurformel vereinfacht sich zu

1 1 fs . . 5
POT§ ~ — 2P 4in3/2 0 - cos(sin(20) - B) -
L) EO \/% ﬁ:(%‘; " \/ﬁ ( ( ) )

3 3
-sin (kLB sin © — angm + 47T> (5.42)
mit Lg = 2anRsin O. Diese Niaherung ist identisch zu der von Reimann [34] angegebenen.
Sie wurde unabhéngig auch von Tatievski [40] hergeleitet.

Zur Bestimmung des Giiltigkeitsbereiches betrachten wir die vernachléssigten Terme in

B PO-Summen reagieren stets sensibler auf kleine Veréinderungen der Wirkung als auf
Unterschiede in den Amplituden. Das gilt in besonderem Mafie beim Kreisbillard bei der
Einfithrung eines Magnetfeldes, da die Amplituden nur sehr schwach von B abhingen
(vergleiche auch Abbildung 5.5). Der grofite Fehler der Schwachfeldnéherung ist daher die
Vernachlissigung des quadratischen B-Terms in der Wirkung. Dieser Term &ndert sich
nach Gleichung 5.41 (kR) unabhiingig vom Umlaufsinn um
1sin?© -
A(kR) = . B?
(kR) 6 kR

Die Durchmesserbahn ist in der PO-Summe dominant, der quadratische Term in B wird
sich daher hauptséchlich durch eine Verschiebung der Niveaudichte um

(5.43)

A(kR) =~ -~ - (5.44)

in Richtung kleinerer Energien auswirken. Der Vergleich der Schwachfeld-N#herung (grau)
mit der exakten POT (schwarz) ist in Abbildung 5.12 noch einmal gezeigt. Man erkennt
deutlich die Verschiebung der Peaks gegeneinander; die Grofie wird durch Gleichung 5.44
richtig abgeschiitzt. Die Schwachfeldnéherung stéft damit an ihre Grenzen, wenn man
bei (kR) kleinere Energiedifferenzen als A(kR) = %% untersuchen will. Sie ist zur se-
miklassischen Quantisierung daher nur bedingt geeignet; fiir die Bestimmung der groben
Schalenstruktur sind die kleinen Verschiebungen der Einteilchenenergien aber weniger re-
levant.

Die Schalenstruktur des Kreisbillards ist noch bei Glattung der Niveaudichte iiber v ~ 0.4
zu beobachten. Dabei sind Fehler von etwa A(kR) = /4 = 0.1 zu tolerieren. Die Schwach-
feldndherung ist beim Kreisbillard daher giiltig fiir

- h
B < /kR/2 d.h. fiir BZ<\/2mEW : (5.45)
c€



5.3. POT FUR SCHWACHE FELDER 57

os)i
1
=

10 12 14
4 6 8 KR

Abbildung 5.12:  Der Vergleich der Schwachfeldniherung (grau) mit der exakten

POT (schwarz). Die Verschiebung der Peaks ist wie erwartet etwa %f—; in Richtung
kleinerer Energien.

Eine genauere Niaherung der PO-Summe nach Gleichung 5.23 besteht darin, den exakten
Ausdruck fiir die Wirkung lings eines Orbits zu verwenden und nur die Ag durch A% zZu
nihern. Durch die schwache Abhéngigkeit der Amplituden vom Feld (vergleiche Abbil-
dung 5.5) ist schon ab R, ~ 2R gute Ubereinstimmung zu erwarten. Tatséchlich ist die
Néherung sogar bis R. = R praktisch exakt (ohne Abbildung). Das liegt daran, daf§ die
Niveaudichte der ST-Orbits bei R, ~ R sehr klein ist. Die Vernachlissigung der Amplitu-
denddmpfung hat daher nur einen geringen EinfluB. Die f~-Orbits, die die Niveaudichte
in diesem Bereich dominieren, haben selbst bei R. = R nur eine um etwa 30% zu grofie
Amplitude. Die Ndherung von B unabhingiger Amplituden ist eher von theoretischem
Interesse. Sie macht deutlich, dafl die Amplituden im Gegensatz zu den Wirkungen nur
sehr schwachen Einflufl auf die Niveaudichte haben. Das ist fiir die Behandlung anderer
Systeme eine Hilfe, da im allgemeinen die Amplituden am schwierigsten zu bestimmen
sind.
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5.4 Vergleich der POT mit der QM

In den letzten drei Kapiteln wurde das Kreisbillard im homogenen Magnetfeld quantenme-
chanisch und semiklassisch mit der POT behandelt. Diese Ansétze sollen jetzt miteinander
verglichen werden. Dabei wird vor allem interessant sein, ob sich bei grofien Feldern die bei
den Zyklotronorbits vernachlissigten Randeffekte in der Niveaudichte bemerkbar machen.

5.4.1 Der Bereich R. > R

Die Topologie der klassischen periodischen Orbits im Bereich R. > R ist identisch zu
der im Fall B = 0, der in Kapitel 4 behandelt wurde. Dort konnte die POT nicht nur
die Schalenstruktur, also die iiber einen weiten Bereich gemittelte Niveaudichte, sondern
auch die quantenmechanischen Einteilchenenergien sehr gut approximieren. Das weckt die
Hoffnung, dafl auch im Fall des homogenen Magnetfeldes eine semiklassische Quantisierung
moglich ist. In Abbildung 5.13 ist die PO-Summe mit entsprechend kleiner Glittung iiber
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Abbildung 5.13: Der Vergleich der semiklassischen Niveaudichte (schwarz) mit den
quantenmechanischen Eigenwerten (grau) in Abhdngigkeit vom Magnetfeld. Mit Sum-
mation iber Orbits bis zu einer Linge von 100R sind die Finteilchenenergieniveaus
auflosbar, die Peakhdhen skalieren gut mit den quantenmechanischen Entartungen der
Zustdinde.

v =~ 0.03 abgebildet. Die schwarzen Kurven sind die semiklassischen Niveaudichten fiir
B =0, 2 und 4. Die grauen Linien geben die Lage der quantenmechanischen Eigenwerte
in Abhsingigkeit vom Magnetfeld an. Auch fiir B # 0 reproduziert die POT die Lage und
die Entartung der quantenmechanischen Eigenwerte offenbar sehr gut. Das gilt nicht nur
im Bereich des linearen Zeeman-Effekts, also solange die Aufspaltung der bei B = 0 entar-
teten Niveaus linear in B ist, sondern auch weit dariiber hinaus. In Abbildung 5.14 ist fiir
ein groBeres Feld von B = 10 die semiklassische Niveaudichte (schwarz) nochmals genauer
mit der entsprechenden quantenmechanischen (grau) verglichen. Die Ubereinstimmung
hat fast die gleiche Qualitit wie im feldfreien Fall (vergleiche dazu Abbildung 4.5 auf Sei-

te 34), lediglich die Entartungen werden nicht so exakt reproduziert. Bemerkenswert ist,
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Abbildung 5.14: Der Vergleich der tiber einen kleinen Bereich von v =~ 0.003 ge-
mittelten semiklassischen Niveaudichte (schwarz) mit dem entsprechenden quanten-
mechanischen Resultat (graw) fir B = 10. Die Ubereinstimmung von Energieniveaus
und Entartungen ist fast so gut wie im Fall B = 0.

daB die gute Ubereinstimmung bis an die Grenze des Giiltigkeitsbereiches (R = R.., also
kR = B) erhalten bleibt. Bei genauer Betrachtung von Abbildung 5.14 erkennt man, dafl
einige Zusténde nahezu exakt lokalisiert werden (57), andere jedoch kleine Abweichungen
erkennen lassen (x). Letzteres sind die Zustéinde, deren Energie besonders empfindlich von
den Randbedingungen abhéngt. Solche Zustinde werden von Niherungen in erster Ord-
nung in A natiirlich schlechter reproduziert.

Beim Kreisbillard im homogenen Magnetfeld ist damit im Bereich R. > R wie im feldfrei-
en Fall eine semiklassische Quantisierung, also eine Auflésung der Niveaudichte bis zu den
Einteilchenenergien moéglich. Letztere unterscheiden sich kaum von den quantenmechani-
schen Werten. Die Ubereinstimmung ist nur geringfiigig schlechter als fiir B = 0.

5.4.2 Der Bereich R. < R

Fir R, < R kann man schon aufgrund der Herleitung der PO-Summe nicht so optimistisch
sein wie fiir den Bereich R, > R und nicht wieder erwarten, daf} eine semiklassische Quan-
tisierung moglich ist. Es treten in der PO-Summe zusétzlich die Terme der Zyklotronorbits
auf, und die Bifurkationspunkte der ,,bouncing orbits“ fithren zu den in Kapitel 5.2.4 dar-
gestellten Divergenzen. In Abbildung 5.15 ist daher zunéchst die iiber einen weiten Bereich
gemittelte Niveaudichte fiir verschiedene Feldstéirken gezeigt (schwarze Kurven). Die grau-
en Kurven stellen die entsprechend gefalteten quantenmechanischen Zustandsdichten dar.
Beide Niveaudichten wurden, um den Einflul der Orbitbifurkationen auszumitteln, wie in
Abschnitt 5.2.4 angegeben, nochmals mit einer Gléttungsfunktion mit v ~ 0.4 gefaltet.

Die Ubereinstimmung ist schlecht und wird nur fiir grofere Felder etwas besser. Nach Ka-
pitel 5.2.3 ist zu erwarten, dafl die Landauniveaus, die fiir grofle Felder dominant werden,
von der POT korrekt beschrieben werden. Das erklirt die bessere Ubereinstimmung fiir
grofles B. Die Kurve zu B = 10 zeigt nochmals, dafl im Bereich R, > R, wie in Kapitel 5.4.1
schon dargestellt, die Niveaudichte von der POT praktisch perfekt beschrieben wird. Aber
schon fiir R. S R treten grofie Abweichungen auf. Damit scheint die POT im interessan-
ten Bereich vollig zu versagen. Um das genauer zu iiberpriifen, ist in Abbildung 5.16 die
Zustandsdichte mit einer Gliattung iiber v ~ 0.055 dargestellt (schwarze Kurven). Dieses
v ist klein genug, um die meisten Einteilchenniveaus bis kR = 14 zu trennen. Das ist an
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Abbildung 5.15:  Die dber v ~ 0.4 gemittelte Zustandsdichte (schwarz) im Ver-
gleich zur quantenmechanischen (grau). Die Ubereinstimmung ist nur fir R. > R gut
(vergleiche Kapitel 5.4.1). Fiir sehr grofle Felder werden die Landauniveaus (Pfeile)
ndherungsweise richtig beschrieben.

den grauen Kurven, die der quantenmechanischen Niveaudichte entsprechen, gut sichtbar.
Bei dieser Auflésung ist zumindest erkennbar, daf fiir R.SR die POT noch eine Nihe-
rung der quantenmechanischen Niveaudichte liefert (sichtbar an der Kurve zu B = 10).
Die Positionen der Landauniveaus werden, wie erwartet, von der POT reproduziert, die
Peakhohen sind jedoch deutlich zu hoch; sie entsprechen erst fiir grofere Felder in etwa den
quantenmechanischen Entartungen. In Kapitel 5.2.3 wurde gezeigt, dal die Summe iiber
die Zyklotronorbits die quantenmechanische Niveaudichte eines unendlich ausgedehnten
Systems exakt beschreibt. Die kleineren Entartungen der Landauniveaus im Kreisbillard
sind also auf Randeffekte der Zyklotronbahnen zuriickzufithren. Diese Randeffekte sind,
wie schon gesagt, von hoherer Ordnung in A und in der POT nicht beriicksichtigt. Fiir
grofle Felder wird ihr relativer Einflufl geringer. Das Hohenverhiltnis der Peaks in Abbil-
dung 5.16 wird fiir groBe B tatséichlich kleiner.

Diese Randeffekte werden wahrscheinlich nicht auf die Zyklotronorbits beschréankt sein, so
dafl zu vermuten ist, daf} sie auch fiir die Fehler der semiklassischen Niveaudichte aufler-
halb der Landauniveaus verantwortlich sind. Gerade die Zusténde zwischen den Landau-
nivaus sind, wie aus der Quantenmechanik bekannt ist, besonders empfindlich gegeniiber
Anderungen der Randbedingungen. Das wiirde das Versagen der Standard-POT in diesem
Bereich erkléren.

In néchsten Abschnitt soll diese Vermutung iiberpriift werden. Dazu werden die Rand-
effekte niherungsweise in die POT implementiert. Falls die These zutrifft, sollte sich die
Ubereinstimmung zur quantenmechanischen Niveaudichte erheblich verbessern.
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Abbildung 5.16: Dieselbe Situation wie in Abbildung 5.15 mit kleinerer Glittungs-
weite v =~ 0.055. Die schwarzen Kurven stellen die POT-Summe dar, die graven die
quantenmechanische Niveaudichte. Im Gegensatz zu Abbildung 5.15 ist erkennbar, dafl
die POT zumindest im Bereich R.SR eine korrekte Beschreibung liefert. Fiir grofe
Felder werden auch die Landauniveaus (Pfeile) korrekt wiedergegeben, allerdings mit
einer zu hohen Entartung. Im ibrigen Bereich ist die Ubereinstimmung mit der quan-
tenmechanischen Niveaudichte schlecht.

5.5 Randkorrekturen der POT

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts weisen darauf hin, dafl Randeffekte, die in der POT
nicht beriicksichtigt werden, die Niveaudichte signifikant beeinflussen. In diesem Kapi-
tel sollen die Randeffekte in die POT implementiert werden. Dafiir wird zunéchst der
Zusammenhang zwischen Randeffekten und dem Maslov-Index im eindimensionalen Fall
hergestellt. In einer quasi-eindimensionalen Néherung ist es dann méglich, die Randeffek-
te in der Spurformel zu berticksichtigen. Die Ergebnisse zeigen, daf§ mit Beriicksichtigung
der Randeffekte die POT zumindest fiir die Schalenstruktur auch im Bereich R, < R
befriedigende Resultate liefert.

5.5.1 Zusammenhang zwischen Randeffekten und dem Maslov-Index

Wie schon mehrfach angesprochen wurde, mufl bei semiklassischen Ndherungen an klassi-
schen Umkehrpunkten und ihren mehrdimensionalen Entsprechungen, den Kaustiken, ein
zusitzlicher Phasenfaktor eingefithrt werden, um korrekte Quantisierungsbedingungen zu
erhalten. Die Ursache dieses Phasenfaktors im einfachen, eindimensionalen Fall wird im
folgenden erldutert.

Zentrale Idee der semiklassischen Niherung ist die lokale Approximation der Wellenfunk-
tion durch eine (ebene) Welle ¥ = e*%. Das ist gleichbedeutend mit der Annahme, daf
sich das duBere Potential im Bereich einer Wellenldnge kaum éndert. Dies entspricht dem
semiklassischen Limit, da mit A — 0 auch die de-Broglie-Wellenléinge des Teilchens klein
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gegen alle Systemabmessungen wird. In diesem Grenzfall gilt fiir die (ortsabhiingige) Wel-

lenzahl k&

M@:%MmmE—V@» . (5.46)

Mit der Wirkung ldngs eines Weges S

S:/pdq:h/kdz:/\/2m(E7V(:L‘))dx (5.47)

wird ¥(z) = ¢/5@)/" Diese Nitherung bricht jedoch an den klassischen Umkehrpunkten
zusammen, da dort die Wellenldnge des Teilchen gegen oo geht, was gerade die der Néhe-
rung zugrundeliegende Annahme verletzt. Daher wird in der Nihe von Umkehrpunkten
die Wellenfunktion exakt bestimmt und die semiklassischen Losungen werden asympto-
tisch angepaft. In grofler Entfernung resultiert die exakte Behandlung des Umkehrpunktes
daher nur in einer zusétzlichen Phasenverschiebung der einlaufenden und der reflektierten
semiklassischen Wellen. Fiir den Fall der Reflektion an einer harten Wand® ist das un-
mittelbar einsichtig: Semiklassisch ist die Phase S/A fiir den Weg von einem infinitesimal
nahe an der Wand liegenden Punkt zur Wand und zuriick offensichtlich 0, wihrend sich
quantenmechanisch durch die Randbedingung ¢ (r) = 0 an der Wand ein Phasensprung
von —7 ergibt (vergleiche Abbildung 5.17). Fiir hinreichend weiche Potentiale ist die

ARV

Abbildung 5.17: Die Reflektion einer ebenen Welle an einer harten Wand fiihrt
quantenmechanisch aufgrund der Randbedingung ¥ (r) = 0 an der Wand zu einem
Phasensprung von —m. Semiklassisch ist die Phase durch die Reflektion 0.

Reflektionsphase unabhiingig von der speziellen Form des Potentials stets — /2. Daraus
erklirt sich der Maslov-Index p. In der eindimensionalen POT ist p die Summe aus der
Zahl der Umkehrpunkte am weichen Potential und der Reflektionen an harten Wénden,
wobei letztere doppelt gezdhlt werden. Durch die Ersetzung der semiklassischen Phase
S/h durch S/h — pm/2 werden genau die in der Quantenmechanik zusitzlich auftretenden
Phasen beim Durchlaufen der klassischen Umkehrpunkte beriicksichtigt.

Die Randeffekte, die bei der semiklassischen Beschreibung des Kreisbillards in starken
Feldern nicht ausreichend beriicksichtigt werden, entsprechen vermutlich Reflektionen an
einem Potential, das in der Mitte zwischen den vom Maslov-Index beschriebenen Extremen
liegt. Diese allgemeine Reflektionsphase 148t sich aus der Differenz zwischen der quanten-
mechanischen und der semiklassischen Phase bestimmen. Im néchsten Abschnitt wird eine
eindimensionale Niaherung eingefiihrt, womit dann die Reflektionsphasen in die POT des
Kreisbillards implementiert werden kénnen.

5Die harte Wand entspricht natiirlich gerade nicht dem semiklassischen Grenzfall, sie eignet sich trotz-
dem als Beispielsystem.
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5.5.2 Eindimensionale Ndherung der Randeffekte

In Abschnitt 5.2.3 wurde gezeigt, dafl die Zyklotronorbits bei Interpretation des (physikali-
schen) Ortsraums als (abstraktem) Phasenraum genau der Bewegungsgleichung eines ein-
dimensionalen harmonischen Oszillators folgen. Diese Situation ist in Abbildung 5.18(A)
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Abbildung 5.18: (A) Die Zyklotronbewegung im Ortsraum entspricht der Phasen-
raumdynamik eines eindimensionalen harmonischen Oszillators. (B) Fiir kleine Zy-
klotronradien im Vergleich zur Krimmung der Billardwand kann die Begrenzung als
Gerade gendhert werden. Das entspricht dann einer eindimensionalen Bewegung im
darunter gezeigten Potential. (C) Auch fiir die 3~ -Orbits mit xw < R. kann eine
entsprechende eindimensionale Ndherung durchgefiihrt werden.

dargestellt. Das Magnetfeld bestimmt das Potential V. Die klassischen Umkehrpunkte in
diesem Potential F = V(R,) legen den Zyklotronradius R, fest. Fiir kleine Zyklotronradi-
en R, im Vergleich zum Kreisradius R kann der Kreisrand fiir Bahnen in Wandniihe als
Gerade genihert werden (vergleiche Abbildung 5.18(B)). Das entspricht dann einer eindi-
mensionalen Bewegung im darunter gezeichneten Potential. Die klassische Bewegung wird
dadurch nicht beeinflu3t, da das Teilchen fiir xy > R. die Wand nicht erreicht. Quanten-
mechanisch hat das Teilchen aber eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit jenseits des Umkehr-
punktes, so dafl das Teilchen die Wand spiirt. Das wird die quantenmechanische Reflek-
tionsphase gegeniiber der Reflektion am reinen Oszillatorpotential &ndern. Die zusétzlich
in der POT zu beriicksichtigende Phase, also der effektive Maslov-Index, wird sich &ndern.
Dieser Randeffekt soll jetzt in dieser quasi-eindimensionalen N&herung berechnet werden.

5.5.3 Berechnung der Reflektionsphasen

Die semiklassische Phase fiir die Reflektion am Potential ist

por = [ hda = %/0 Sm(E-V(@)de . (5.48)

Dabei ist zo der klassische Umkehrpunkt. Quantenmechanisch kann die Phase durch
Losung der Schrodingergleichung

—52% V'(z) = (F — V(z)) ¥(x) (5.49)



64 KAPITEL 5. DAS KREISBILLARD IM HOMOGENEN FELD

berechnet werden. Am einfachsten ist es, das Potential fiir x < 0 identisch 0 zu setzen. In
diesem Bereich wird die Schrodingergleichung durch rechts- und linkslaufende Wellen mit
hk = v2mE gelost. Da das Potential fiir x — oo gegen unendlich geht, muf} die gesamte
einfallende Welle reflektiert werden, so daf§ sich im Bereich x < 0 eine stehende Welle
herausbilden wird (vergleiche Abbildung 5.19). Aus den Extrema dieser stehenden Welle

A V(X)
| W(x) \
; \
— f \
/ | x | \
| | s
| 3 .
X‘max 0 I‘QC XW X

Abbildung 5.19: Eine von links einlaufende Welle wird am (halben) Oszillatorpoten-
tial vollstandig reflektiert. Aus den Mazima der sich im Bereich x < 0 ausbildenden
stehenden Welle kann die quantenmechanische Phase fir die Reflektion bestimmt wer-
den.

ist dann die Phasenverschiebung durch die Reflektion am Potential zu bestimmen:

oM = f%\/QmE - Tonax . (5.50)
Die Differentialgleichung (5.49) kann durch Integration von = xy mit den Anfangsbe-
dingungen V¥(zy ) = 0, ¥ (xzy) = 1 problemlos numerisch gelost werden. Die ebenfalls
numerische Bestimmung der Maxima der stehenden Welle liefert dann ¢gas.
Die in der POT zusitzlich zu beriicksichtigende Reflektionsphase ist or = Yom — Psk-
In Abbildung 5.20 ist ¢ in Abhéngigkeit von der Energie, dem Magnetfeld und dem
Abstand des Bahnmittelpunktes von der Wand dargestellt. Die Lingen sind auf den
Zyklortronradius skaliert, so daBl /R, = 1 dem klassische Umkehrpunkt entspricht. Der
andere Parameter ist (kR)?/B. Wie zu erwarten war, ist die Reflektion fiir groBe Abstinde
xw der Zyklotronbewegung von der Wand ,,weich®, die Reflektionsphase daher —7 /2. Fiir
xw — 0 geht @p gegen —m, was einer harten Reflektion entspricht. Der Ubergang wird fiir
grofere (kR)?/B (das entspricht hier dem semiklassischen Limes h — 0) steiler und geht
im Grenzwert gegen eine Stufenfunktion, die dem urspriinglichen Maslov-Index p = 1 fiir
zw > R und p = 2 fiir xyw < R, entspricht (dicke Linie).

5.5.4 Die POT-Summe mit effektiven Reflektionsphasen

Der Effekt, dal die Nihe der Umrandung die Reflektionsphase beeinflufit, tritt natiirlich
nicht nur fiir die Zyklotronorbits auf. Falls die Zyklotronorbits die Wand beriihren, gehen
sie in die B'-Orbits iiber, deren Reflektionsphase auf dieselbe Weise korrigiert werden
muf. In Abbildung 5.18(C) ist diese Situation skizziert. Fiir die 57-Orbits ist eine ein-
fache Korrektur der Reflektionsphasen auf diese Weise nicht moglich, da aufgrund ihrer
Topologie die Naherung der geraden Wand nicht gerechtfertigt ist. Bei der Berechnung der
PO-Summe kann fiir die 37-Orbits statt der Maslov-Phase (—anm) die korrigierte Phase
an(pr+7/2) eingesetzt werden. Bei den Zyklotronorbits ist die Implementierung schwieri-
ger, da die Reflektionsphase vom Abstand der Bahn von der Wand abhéngt und damit die
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Abbildung 5.20: Die effektive Reflektionsphase bei Reflektion an der Kombination
eines parabolischen Potentials und einer harten Wand. Fiir groffe Energien und klei-
ne Felder geht die Abhdingigkeit der Phase von xw gegen die Stufenfunktion (dicke

Linie), die dem semiklassischen Maslov-Index entspricht. Bei kleineren (kR)?/ B st
der Ubergang weicher.

Entartung der Zyklotronbahnen aufhebt. Jetzt sind nur noch die Orbits mit dem gleichen

Abstand zum Kreisrand miteinander entartet. Die Entartung eines schmalen Kreisrings
von Zyklotronbahnen (vergleiche Abbildung 5.21) ist in Analogie zu Gleichung 5.35

N = BR.(1 — R.xw)dzw . (5.51)

Abbildung 5.21: Durch die Abhingigkeit der effektiven Reflektionsphase pr vom Ab-
stand der Zyklotronbahn von der Wand sind nur noch die Bahnen mit dem Mittelpunkt
auf einem schmalen Kreisring miteinander entartet. Diese Entartung ist proportional
zur Fliche des grau schraffierten Bereiches.
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In der Summe iiber die Wiederholungen eines Zyklotronorbits mufl nun zusétzlich iiber
den Wandabstand integriert werden. Die PO-Summe der Zyklotronorbits lautet somit

m [R—Re

POT § Zyc __
)
h*Jo

dzw BR.(1 — R.xw) Z cos(nrkm —ner(E, B,zw)) .(5.52)
N

Zur expliziten Berechnung wurde ¢p einmal auf einem Gitter berechnet. Diese Werte wur-
den dann in der Berechnung der PO-Summe linear interpoliert. Das Intergral iiber den
Wandabstand der Zyklotronorbits wurde numerisch mit der Trapezregel bestimint.

Die Summe iiber die Zyklotronorbits mit korrigierten Phasen ist in Abbildung 5.22 schwarz
dargestellt. Im Vergleich zu der PO-Summe mit dem urspriinglichen Maslov-Index (grau)

20

15 - -

POTéngchV /L .

Abbildung 5.22: Die Summe tber die Zyklotronbahnen mit Beriicksichtigung der
effektiven Reflektionsphasen (schwarz). Im Gegensatz zu den Landauniveaus, die ohne
Phasenkorrektur berechnet wurden (grau) ist die Entartung deutlich reduziert. Dafiir
entstehen neue Zustinde oberhalb der Landauniveaus.

erkennt man, dafl die Entartung der Landauniveaus durch die Beriicksichtigung des Rand-
effektes deutlich kleiner wird. Dafiir entstehen neue Zustinde mit Energien knapp oberhalb
der Landauniveaus. Das ist im Vergleich zur Quantenmechanik durchaus verniinftig, da
die Beschriankung des Aufenthaltsbereiches durch die Randbedingungen zu einer Erhchung
der Energie (zumindest einiger Zustinde) fithren sollte.

In den Abbildungen 5.24 und 5.23 ist die gesamte semiklassische Niveaudichte mit kor-
rigierten Reflektionsphasen dargestellt. Abbildung 5.23 zeigt die Situation von Abbil-
dung 5.16, jedoch diesmal mit der Beriicksichtigung der effektiven Reflektionsphasen. Die
Unterschiede zur Quantenmechanik sind deutlich kleiner geworden. Insbesondere die Ent-
artung der Landauniveaus (Pfeile) wird jetzt korrekt reproduziert. Die nach oben gewan-
derten Zustinde schliefen die Liicke, die ohne Phasenkorrektur oberhalb der Landau-
niveaus zu beobachten war. Die {ibrige Verbesserung kommt von den Phasenkorrekturen
der ,,bouncing orbits®; die Zustdnde zwischen den Landauniveaus kommen immerhin in
die Ndhe der quantenmechanischen Werte. Das war auch nicht besser zu erwarten. Diese
Zustande sind, wie in Kapitel 5.1 schon erwéhnt, sehr stark von den Randbedingungen
abhéngig. Es ist daher nicht zu erwarten, dafl mit der einfachen ,linearen“ Ndherung des
Randeffekts diese Zustéinde korrekt beschrieben werden kénnen.

Bei der Betrachtung der Schalenstruktur spielt die genaue Lage dieser wenigen Zustinde
natiirlich keine so grofie Rolle. Die Grobstruktur der Niveaudichte wird von der POT mit
Phasenkorrektur relativ gut beschrieben, wie in Abbildung 5.24 zu erkennen ist. Der Ver-
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Abbildung 5.23: Die diber v = 0.055 gemittelte Zustandsdichte der POT mit korri-

gierten Reflektionsphasen (schwarz) im Vergleich zum quantenmechanischen Ergebnis
(grau). Die Pfeile geben die Lagen der Landauniveaus an.
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Abbildung 5.24: Die iber v = 0.4 gemittelte Zustandsdichte der POT mit korri-

gierten Reflektionsphasen (schwarz) im Vergleich zum quantenmechanischen Ergebnis
(grau).
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gleich mit Abbildung 5.15 auf Seite 60, in der die POT ohne Reflektionsphasen mit der
Quantenmechanik verglichen ist, zeigt, wie wichtig die Randeffekte auch fiir die Grobstruk-
tur der Niveaudichte sind. Im néchsten Abschnitt werden die Ergebnisse von Kapitel 5
abschlieBend noch einmal zusammengefafit und die Grobstruktur der Niveaudichte disku-
tiert.

5.6 Zusammenfassung der Ergebnisse

Mit dem Formalismus von Creagh und Littlejohn [14] ist eine analytische Darstellung der
semiklassischen Niveaudichte des Kreisbillards im Magnetfeld moglich. Diese reproduziert
im Bereich R > R,, also fiir kR > B die quantenmechanische Niveaudichte sehr gut und
liefert sogar Naherungen der Einteilchenenergien. Fiir die Berechnung der Schalenstruktur
ist in diesem Bereich eine einfache Ndherung moglich, die auf andere Weise schon von
Reimann [34] und unabhéngig von Tatievski [40] hergeleitet wurde.

Fiir starke Felder dominieren die neu entstehenden Zyklotronbahnen die Niveaudichte. Sie
sind, im Gegensatz zur eindimensionalen Entartung der ,,bouncing orbits“, zweidimensio-
nal entartet und tragen um einen Faktor 1/v/% stirker zur Niveaudichte bei.

Der Ubergang der polygoniihnlichen Bahnen zu den Zyklotronbahnen geschieht iiber Or-
bitbifurkationen, die zu Divergenzen der Spurformel fithren. Die exakte Behandlung dieser
Bifurkationspunkte ist aufwendig. Eine einfache Ndherung besteht in der nachtriglichen
Glittung der berechneten Niveaudichte. Bei grofien Feldstirken (kRSB) haben Rand-
effekte, die in der POT nicht beriicksichtigt werden, einen so starken Einflufl auf die Ni-
veaudichte, dafl selbst die grobe Schalenstruktur davon stark beeinflufit wird. Eine ,linea-
re“ Naherung dieser Randeffekte geniigt aber, um die Schalenstruktur semiklassisch wieder
befriedigend erkliaren zu konnen. Die volle Quantisierung in diesem Bereich liefert fiir die
stark von den Randbedingungen abhéingigen Zustinde mit Energien zwischen den Landau-
niveaus nur schlechte Resultate. Zur korrekten Berechnung miifliten noch ,,Kriimmungs-
korrekturen* der Randeffekte beriicksichtigt werden, was den Rahmen des semiklassischen
Ansatzes sicher iibersteigt; eine Beriicksichtigung solcher Effekte ist aufwendiger als die
exakte quantenmechanische Losung.

In Abbildung 5.25 ist die semiklassisch mit Randkorrekturen berechnete Schalenstruktur
des Kreisbillards im homogenen Magnetfeld fiir eine Mittelung iiber v = 0.42 nochmals
iiber einen grofleren Energiebereich gezeigt. Fiir grofle Energien und bei kleinen Feldern,
also fiir kR > B (d.h. R, < R; Gebiet rechts der durchgezogenen Linie), ist die Superscha-
lenstruktur aufgrund der Interferenz des Durchmesser- und des Dreiecksorbits weiterhin
erhalten. In diesem Bereich reproduziert die POT (schwarz) die quantenmechanische Ni-
veaudichte (grau) sehr gut.

Fiir kR < B dominieren die Landauniveaus die Zustandsdichte. Dort sind die Minima der
Niveaudichte nicht linger fdquidistant in kR, sondern in in (kR)?. Fiir solche Feldstirken
sind zwischen den groflen Peaks der Landauniveaus kleinere Abweichungen aufgrund der
vernachléssigten hoheren Ordnungen der Randeffekte erkennbar. Diese Fehler sind aber
nur wesentlich, wenn man versucht, die Einteilchenenergien dieser Zwischenzustéinde aus
der POT zu bestimmen.

Auch im Ubergangsbereich R, SR wird die quantenmechanische Niveaudichte von der
POT gut reproduziert. Lediglich an den Bifurkationspunkten der wichtigsten Bahnen
(Dreieck und Viereck) sind groflere Fehler erkennbar. Das liegt an der starken Niherung
der Bifurkationspunkte durch eine einfache Glittung. Die exakte Implementierung der Or-
bitbifurkationen wire der nichste Schritt, um die Ubereinstimmung zu verbessern.
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Abbildung 5.25: Die Schalenstruktur der Kreisscheibe im homogenen Magnetfeld bei
Glittung dber v =~ 0.42. Schwarz sind die Ergebnisse der semiklassischen Rechnung mit
Phasenkorrektur, grau die quantenmechanische Niveaudichte. Auch bei B # 0 ist fiir grofle
Energien die Schalenstruktur der vom feldfreien Fall dhnlich. Sie wird von den Superschalen
aufgrund der Interferenz von Durchmesser- und Dreiecksbahn geprigt. Fir kleinere Ener-
gien und gréfiere Felder dominieren die Landauorbits die Zustandsdichte. In diesem Bereich
sind die Schalenstrukturen weitaus starker ausgeprigt. Die POT reproduziert in allen Be-
reichen gut das quantenmechanische Resultat, signifikante Abweichungen treten nur an den
Bifurkationspunkten der wichtigsten Orbits auf.

Auffillig ist die Symmetrie der Schalenstruktur in einem kleinen Gebiet im Ubergangs-
bereich. Die Symmetrielinie liegt nicht, wie zunéchst zu vermuten ist, an dem Punkt,
an dem die ersten Zyklotronorbits auftreten und die Durchmesserbahnen verschwinden.
Die Niveaudichte ist um den Bifurkationspunkt der Dreiecksbahnen symmetrisch, also um

R. = \/3/iR.
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Im Bereich kR > B sind zur Berechnung der gezeigten Niveaudichte nur Durchmesser,
Dreiecks- Vierecks- und Fiinfecksbahn notig. Aufgrund der Orbitbifurkationen im Bereich
kR < B miissen dort zunichst deutlich mehr periodische Bahnen beriicksichtigt wer-
den, damit die Divergenzen der Niveaudichte durch Faltung mit einer Glattungsfunktion
herausgemittelt werden koénnen. Hier wurden alle Bahnen mit weniger als 10 Ecken pro
Umlauf berticksichtigt, die kiirzer als L,,,,, = 20R sind. Auch wenn in diesem Bereich die
Anzahl der zu beriicksichtigenden Terme deutlich hoher ist, ist der numerische Aufwand
(besonders fiir grole Energien) immer noch um Gréflenordnungen geringer als fiir die ex-
akte quantenmechanische Losung.

Die Nidherung des Randeffektes mit dem vorgestellten Ansatz ist nicht mehr rein semi-
klassisch. Das zweidimensionale Problem wird in zwei eindimensionale zerlegt, von de-
nen eines exakt quantenmechanisch gelost wird. Es wére natiirlich wiinschenswert, auch
den Randeffekt semiklassisch bestimmen zu kénnen, also eine Funktion zu finden, die die
Abhingigkeit der Reflektionsphase (in allgemeinen, glatten Potentialen) beschreibt. Dazu
miiffite aufler dem klassischen Umkehrpunkt noch die Steigung des Potentials an dieser
Stelle beriicksichtigt werden. Das wire ein interessanter Ausgangspunkt fiir weitere Un-
tersuchungen.



Kapitel 6

Leitwerte von Quantendots

Reimann [35] hat in einem einfachen Modell den Leitwert eines Quantendots im Ma-
gnetfeld mit der Niveaudichte eines Kreisbillards in Verbindung gebracht. Der Ver-
gleich der experimentellen Werte mit den semiklassischen Berechnungen fiir kleine
Felder zeigt eine qualitative Ubereinstimmung. Mit der in Kapitel 5 entwickelten Spur-
formel kénnen auch stirkere Magnetfelder behandelt werden.

Quantendots sind zweidimensionale Vielelektronensysteme, deren Teilchenzahl und Ab-
messung die Ausprigung von Schaleneffekten ermdéglicht. Sie kénnen experimentell in
Halbleiter-Heterostrukturen (meist GaAs/GaAlAs) realisiert werden. Infolge von Bandver-
biegungen an der Grenzschicht der Halbleitermaterialien liegt die Valenzbandkante in einer
diinnen Schicht unterhalb des Ferminiveaus. Die Schichtdicke ist so gering, dafl die Anre-
gungsenergie in der Richtung senkrecht zur Schicht weit héher liegt als die typische Energie
im System, so daf} sich das System in diesem Freiheitsgrad stets im Grundzustand befin-
det. Das ist unter dem Begriff des zweidimensionalen Elektronengases (2DEG) bekannt.
Die freien Weglingen der Elektronen sind im 2DEG sehr grof, da die Dotieratome, die
als Storstellen fungieren, nicht in der Grenzschicht lokalisiert sind. Durch lithographische
Methoden ist eine enge rdumliche Einschrinkung des 2DEG in den anderen Raumrichtun-
gen moglich. Diese lateralen Beschrinkungen liegen typischerweise in der Grofienordnung
der Fermiwellenlinge und sind kleiner als die Phasenkohérenzldnge des Systems. Damit
sind in solchen Systemen die Voraussetzungen fiir das Auftreten von quantenmechanischen
Effekten erfiillt und die Ausbildung von Schalenstrukturen ist zu erwarten.

In dem hier betrachteten Experiment von Persson [31] wird durch auf der Oberfliche an-
gebrachte Gates ein elektrostatisches, etwa kreissymmetrisches Potential erzeugt. Durch
die Variation der Gatespannung lafit sich die Grole des Quantendots beeinflulen. Das
zweidimensionale Elektronengas ist durch zwei Punktkontakte mit dem Elektronengas au-
Berhalb des Dots verbunden. Abbildung 6.1 zeigt den Aufbau schematisch.

Im einfachsten Modell des resonanten Tunnelns durch die Punktkontakte kann der Leit-
wert eines Quantendots proportional zur Niveaudichte an der Fermikante angenommen
werden [24, 35]. Das erméglicht eine direkte Berechnung des Leitwertes mit den Methoden
der POT.

Das elektrostatische Confinementpotential ist weich und dem eines Oszillators &hnlich. Aus
selbstkonsistenten Dichtefunktionalrechnungen ist bekannt, daf fiir groere Teilchenzahlen
das effektive Einteilchenpotential einem Topf dhnelt, dassen Winde mit zunehmender Teil-
chenzahl immer steiler werden. Das kommt von den bei groflen Teilchenzahlen dominanten
Beitrigen der Austausch- und Korrelationswechselwirkungen zum effektiven Einteilchen-
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Punktkontakte Schottky Gates
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Abbildung 6.1: Der schematische Aufbau zur Messung des Leitwertes eines Quan-
tendots. Die mit (1) und (2) bezeichneten Bereiche sind die Gates. Durch Anlegen
einer Spannung werden die Elektronen unter den Gateflichen verdrdingt, wodurch sich
in der Mitte ein Quantendot ausbildet. (nach [35])

potential. Dieser Effekt ist auch aus anderen Vielfermionensystemen wie zum Beispiel
Metallclustern oder Atomkernen bekannt. Fiir runde Dots mit groflen Teilchenzahlen ist
das Kreisbillard daher ein angemessenes erstes Modell. Der semiklassische Zugang ist spe-
ziell im Bereich sehr groflier Teilchenzahlen interessant, da dort keine selbstkonsistenten
quantenmechanischen Rechnungen mehr durchgefiihrt werden kénnen.

Persson [31] hat an einem Quantendot nach Abbildung 6.1, dessen Radius er mit et-
wa 0.3...0.4um abschéitzt und der etwa 1000-2000 Elektronen enthélt, den Leitwert in
Abhiingigkeit vom Magnetfeld gemessen. Durch Anderung der Gatespannung konnte er die
Grofle des Dots veréindern. Die Messung wurde bei Temperaturen unter 2K durchgefiirt.
Abbildung 6.2 zeigt als Graustufendiagramm die gemessenen Leitwerte. Dabei entsprechen
die helleren Stellen den grofieren Leitwerten. Mit der effektiven Masse der Elektronen in
GaAs von m =~ 0.067 m, und der Fermienergie des Systems, die mit 13.2 meV angegeben
wird, kann die Niveaudichte des Kreisbillards fiir die experimentellen Parameter berech-
net werden. Die Glittung wurde aus der freien Weglinge der Elektronen von etwa 7um
und dem Radius des Dots von R = 0.3um zu v =~ 0.15 abgeschétzt. In Abbildung 6.3 ist
die nach Gleichung 5.40 berechnete semiklassische Niveaudichte des Kreisbillards gezeigt.
Der Vergleich der Graustufendiagramme zeigt dhnliche Strukturen. Dieser Vergleich wur-
de schon von Reimann [35] durchgefiihrt. Die von ihr verwendete Niherung der POT, die
Gleichung 5.42 entspricht, ist nach Gleichung 5.45 fiir Feldstérken bis etwa 0.17 giiltig.
Deshalb sind die Ergebnisse der beiden Ansétze im gemessenen Feldstéirkenbereich iden-
tisch. Beide Ansétze stimmen auch in sehr guter Ndherung mit dem quantenmechanischen
Resultat fiir die Kreisscheibe iiberein, wie in Kapitel 5.4.1 gezeigt wurde. Die Oszillatio-
nen der Leitwerte in B und in R kénnen mit Hilfe der dominanten periodischen Bahnen
befriedigend erklirt werden [35]. Mit der in Kapitel 5 vorgestellten POT kann jetzt in
diesem Modell auch das zu erwartende Verhalten bei stérkeren Feldern berechnet werden.
In Abbildung 6.4 ist dieselbe Situation fiir grofiere B gezeigt.



73

-1.1 "*“*‘ 1.'* ‘N

Wy

-14

20  -10 0 10 20 30 40
B [mT]

Abbildung 6.2: Die von Persson [31] gemessenen Leitwerte eines Quantendots in
Abhdngigkeit vom Magnetfeld und dem Dotradius, der durch die angelegte Gatespan-
nung festgelegt wird. Fin glatter Untergrund der Leitwerte wurde subtrahiert; hellere
Stellen entsprechen einem grofleren Leitwert.
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Abbildung 6.3: Der oszillierende Teil der semiklassische Niveaudichte des Kreisbil-
lards im Magnetfeld nach Gleichung 5.40. Hellere Stellen entsprechen einer gréferen
Niveaudichte. Fin Vergleich mit den experimentellen Werten in Abbildung 6.2 zeigt
vergleichbare Strukturen.
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Abbildung 6.4: Der oszillierende Teil der semiklassische Niveaudichte des Kreisbil-
lards im Magnetfeld nach Gleichung 5.40 fiir grofiere Feldstirken. Die eingezeichne-

ten Linien entsprechen (von links nach rechts) den kritischen Punkten der klassischen
Durchmesser- Dreiecks- bzw. Vierecksbahn.
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Abbildung 6.5: Die Situation von Abbildung 6.4, diesmal aber mit der quantenme-
chanischen Losung des Kreisbillards im Magnetfeld. Selbst an den Bifurkationspunk-

ten der Durchmesser-, der Dreiecks- und Vierecksbahn ist die Ubereinstimmung mit
der POT gut.
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Die eingezeichneten Linien entsprechen (von rechts nach links) den kritischen Punkten fiir
Durchmesser, Dreiecks- und Vierecksbahn. Nach Abschnitt 5.6 sind héchsten an diesen
Stellen noch signifikante Abweichungen der POT vom quantenmechanischen Resultat zu
erwarten. Dieses ist in Abbildung 6.5 gezeigt. Die Graustufenplots sind fast nicht zu un-
terscheiden. Selbst an den Bifurkationspunkten sind keine Abweichungen erkennbar.

Die Darstellungen zeigt keine grundlegende Anderung der Struktur, vor allem das cha-
rakteristische Zickzack-Muster bleibt erhalten. Experimente zur Messung der Leitwerte in
diesem Feldstéirkenbereich werden zur Zeit von Lindelof et al. durchgefiihrt, Ergebnisse
liegen im Moment noch nicht vor. In Abbildung 6.6 ist die Situation nochmals fiir hohere
Feldstérken gezeigt. In diesem Bereich dndert sich das Verhalten drastisch: Das Zickzack-
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Abbildung 6.6: Der oszillierende Teil der Niveaudichte des Kreisbillards im Magnet-
feld fiir grofe Feldstirken. Man kann deutlich den Ubergang vom typischen Zickzack-
Muster bei kleineren Feldstdrken zu den senkrecht laufenden Linien der Landauniveaus
bei groferen Feldern erkennen.

Muster wird von senkrecht laufenden Streifen mit sehr grofler Amplitude abgelost, die den
Landauniveaus des Systems entsprechen. Spétestens bei diesen Feldstéirken verliert das
verwendete Modell seine Giiltigkeit. Zum einen sind die Landauniveaus stark lokalisier-
te Zustiande, die kaum zum Leitwert beitragen werden, zum anderen ist das Modell des
resonanten Tunnelns in diesen Bereichen sicher auch eine unzulissige Vereinfachung. Fiir
diesen Bereich muf} ein Transportmodell entwickelt werden. Gerade fiir grole Quantendots
bietet sich hier wieder ein semiklassischer Zugang an.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Untersuchungen zur Theorie der periodischen Orbitale, kurz POT
durchgefiihrt. Dieser Ansatz verbindet in sogenannten Spurformeln die Niveaudichte eines
mikroskopischen oder mesoskopischen Systems mit einer Summe iiber dessen klassische
periodische Bahnen. Eine solche Darstellung ist nur ndherungsweise korrekt, zur exakten
Beschreibung sind quantenmechanische Methoden nétig. Mit ihren im Widerspruch zur
taglichen Erfahrung stehenden Prinzipien' entzieht sich die Quantenmechanik jedoch ei-
nem intuitiven Verstindnis. Das motiviert eine unmittelbar ,begreifbare Darstellung in
klassisch-mechanischen Grofien, die im tédglichen Umgang unser Denken geprégt haben.
Die Theorie der periodischen Bahnen kann eine solche Darstellung liefern.

Bindeglied zwischen der klassischen Physik und der Quantenphysik und daher zentrales
Element der POT sind die oben genannten Spurformeln. Die Auswertung dieser Aus-
driicke fithrt auf ernsthafte Konvergenzprobleme. Diese Probleme wurden im ersten Teil
der Arbeit einer genaueren Untersuchung unterzogen. Es wurde gezeigt, dafl sie auf die Ver-
wendung eines nicht angemessenen Konvergenzbegriffs zuriickzufiihren sind. Die Analogie
mit der Fouriertransformation wurde ausgenutzt, um ein allgemeines Verfahren zur nu-
merischen Auswertung semiklassischer Spurformeln zu entwickeln. Diese Methode enthélt
als Spezialfall die iibliche Gldttung der Niveaudichte mit einer Gauss-Funktion. Sie ist je-
doch allgemeiner und ermdéglicht zuséitzlich eine gute Fehlerabschiatzung. Damit kann der
numerische Aufwand bei der Auswertung von Spurformeln stark reduziert werden. Das
Konvergenzproblem der Spurformeln wird mit diesem Verfahren auf die Behandlung von
Héufungspunkten in den verallgemeinerten Léngen der klassischen Bahnen zuriickgefiihrt.
Dafiir wurden zwei Ansétze vorgestellt.

Im folgenden wurde das Kreisbillard, ein einfaches, zweidimensionales Modellsystem, be-
trachtet. Von Reimann [35] wurde bereits gezeigt, dal die POT im Fall des Kreisbillards
die Niveaudichte bis zu Einteilchenniveaus auflésen kann. Der zweite Teil dieser Arbeit
beschiftigte sich mit deren numerischer Bestimmung. Mit der verbesserten Methode zur
Auswertung von Spurformeln konnte in engen Fehlergrenzen gezeigt werden, dafi beim
Kreisbillard EBK und POT identische Werte fiir die Eigenenergien liefern. Die Aquiva-
lenz von POT und EBK gilt schon im Fall des Aharonov-Bohm-Billards nicht mehr, was
durch die Analyse der Fourierspektren der EBK- und der quantenmechanischen Eigenwer-
te gezeigt werden konnte. Das Kreisbillard ist somit ein Ausnahmefall. Die vorgeschlagene

'Man denke dabei nur an Schrédingers Katze [37] oder an einen Abgeordneten, der beim Hammelsprung
im Bundestag durch beide Tiiren gleichzeitig lauft . ..
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Erkldrung nimmt das Verschwinden von Beitrégen in zweithdchster Ordnung in A& zur Ni-
veaudichte des Systems an. Sie bedarf aber noch genauerer Untersuchungen.

Der Hauptteil dieser Arbeit befafite sich mit der semiklassischen Behandlung des Kreis-
billards im Magnetfeld. Es war mdglich, in analytisch geschlossener Form eine PO-Summe
fiir beliebig starke Felder anzugeben. Die Entwicklung bis zum linearen Term in B fiihrt
auf eine schon von Reimann [34, 35] aus anderen Uberlegungen hergeleitete semiklassi-
sche Formel fiir schwache Magnetfelder. Der Giiltigkeitsbereich dieser Ndherung konnte
abgeschitzt werden. Der Vergleich der Spurformel mit den quantenmechanischen Ergeb-
nissen zeigt einen starken Einflul von Randeffekten in héherer Ordnung von h auf die
Niveaudichte, so dafl die POT, eine Ndherung in erster Ordnung von £, keine befriedigen-
den Resultate erzielt. In einem quasi-eindimensionalen Modell konnten diese Effekte durch
eine Phasenkorrektur in die POT implementiert werden. Damit kann die Schalenstruktur
der Kreisscheibe fiir alle Feldstérken durch die POT gut beschrieben werden. Die einzigen
signifikanten Abweichungen stammen von Orbitbifurkationen, deren exakte Behandlung
noch aussteht.

Die grofiten Abweichungen der Feinstruktur der Zustandsdichte von den quantenmecha-
nischen Ergebnissen bestehen bei den Zustdnden zwischen den Landauniveaus. Diese sind
stark von den Randbedingungen abhéingig, so daf} eine ,lineare“ Niherung der Randeffek-
te nicht ausreichend ist.

Die verwendete Korrektur der Reflektionsphasen benutzt eine eindimensionale quanten-
mechanische Beschreibung. Fin néchster Schritt wéire eine semiklassische Behandlung der
Reflektion in héherer Ordnung von A. Vermutlich ist schon die Beriicksichtigung der Stei-
gung des Potentials im Umkehrpunkt ausreichend, um die dominierenden Effekte zu be-
schreiben.

Die semiklassische Behandlung ermoglicht im Fall des starken Mangnetfelds eine vage Zu-
ordnung verschiedener klassischer Bahnen zu speziellen Energieniveaus. In welchen Féllen
eine solche Aufteilung moglich ist, ist ein noch unerforschtes Gebiet.

Im letzten Teil der Arbeit wurde das Kreisbillard im Magnetfeld als Modell fiir Quan-
tendots eingesetzt. Mit den vorliegenden Ergebnissen der von Persson et al. [31] durch-
gefithrten Messung des Leitwerts eines Quantendots im Magnetfeld konnte eine qualitative
Ubereinstimmung erzielt werden. Der Vergleich der Ergebnisse fiir starke Felder mit den
momentan laufenden Messungen von Lindelof et al. wird sicher interessant, ist aber eher
skeptisch zu beurteilen. Aufgrund der sehr starken Vereinfachungen ist nicht zu erwarten,
daBl das verwendete Modell in diesem Bereich noch zutrifft. Eine Verbesserung ist von
einem semiklassischen Transportmodell zu erwarten, dessen Erarbeitung geplant ist.



Anhang A

Fehlerabschitzung bei Summation
bis zum mg-Eck

Die PO-Summe des Kreisbillards ist auch mit einer Fensterfunktion F'(L), die die Lingen
der zur Spurformel beitragenden Bahnen nach oben begrenzt, nicht numerisch berechen-
bar. Die verbleibende Summe P°T§gF ist aufgrund der Hiufungspunkte der Bahnlingen
der klassischen Orbits bei Vielfachen des Kreisumfangs immer noch unendlich. Zur numeri-
schen Berechnung werden nur Orbits mit weniger als mg Ecken pro Umlauf beriicksichtigt.
Das fiihrt, wie in Kapitel 4.4 gezeigt wurde, zu kleinen spuriosen Strukturen in der semi-
klassischen Niveaudichte (vergleiche Abbildung 4.3). Im folgenden werden ihre Positionen
analytisch bestimmt und ihre Amplituden nach oben abgeschéitzt.

Zuniichst wird Gleichung 4.9 in Teilsummen 7, iiber a/b = m =coust. (a,b teilerfremd)
zerlegt:

> 1 3 3
T, := sin |n-m | 2kRsin(m/m) — —7T> —I——}
Eo vmkRr Z \/ﬁ { ( (m/m) =3 4

n=1

=:cC =T

o 1 . 3

= cZF(L)—sm n-x—l—z (A1)
n=1 n
Damit ist dann
POTégg _ Z Tm
mGdQ
POTégg’mO = Z T,

med)
m<mq

Wie in Kiirze gezeigt wird, konvergiert jedes 7T, gegen eine dquidistante Summe von J-
Funktionen. Die Positionen dieser d-Funktionen liegen (fast) alle an Punkten, an denen
POTégg keine Peaks hat. Das bedeutet, dafl die verschiedenen T, sich zum groflen Teil
gegenseitig kompensieren. Wenn die Summation nach m = mg abgebrochen wird, kénnen
diejenigen T;,, mit m > mg nicht mehr zur Kompensation beitragen. Analog zu einer ab-
gebrochenen Fourier-Summe wird der Fehler durch den Term, mit dem die Summation
abgebrochen wird, dominiert. Das ist in diesem Fall die Teilsumme T}, mit m = mg. Diese
Uberlegung wird durch Abbildung 4.3 bestitigt. Dort ist Ty, Tg und Ty blau dargestellt.
Die Peaks befinden sich an denselben Positionen wie die Storpeaks von POT(SgFmo (griin).
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T, fiir m # mg besitzt dagegen vollig andere Peakpositionen. Damit sind die Storpeaks
in POTg™0 durch T, abzuschiitzen.

Die Peakpositionen sind die Stellen, an denen T, fiir L,,,, — oo bestimmt gegen +oo
divergiert'. Da n=/2 eine monotone Nullfolge ist, konvergiert T}, alle = # 2z (z € Z)
gegen ein ¢ € R [11]. Fiir z = 227 ist

1 Lmaz—00

Tm:ﬁ;F(Lm-n)\/ﬁ = T, —— o (A.2)

Damit sind fiir Ly,q, — oo die Peakpositionen von 71}, durch z = 2zm, d.h. durch

4
z/m+3/ -

sinm/m

kR = (z€12) (A.3)
gegeben. Diese Werte von kR sind in Abbildung 4.3 durch rote Striche markiert. Obwohl
Gleichung A.3 die asymptotischen Peakpositionen fiir L., — oo angibt, ist die Uberein-
stimmung schon fiir kleine L,,,, nahezu exakt.

Die Amplituden der Storpeaks konnen durch die Maxima von T}, abgeschétzt werden.
An den asymptotischen Peakpositionen nach Gleichung A.3 ist sin(n - z + %77) =1/V2.
Daher gilt fiir die Maxima 777" von T},

c N F (L - n)
voR D

wobei L,, = 2mgsin(m/mg) die Bahnldnge des einfach durchlaufenen mg-Ecks ist. Fiir
die normierte Niveaudichte im k-Raum gilt dann

IN

= F(Lpy - m)
e < e Z —2 =g , (A.4)
’ n=1 \/E

& = g1 9%kR=—

Lma:r

_ | kR 1 | Ling ~= F(Lypg-m) (mo . 7
= 2V2 0 0 - ) =
™ Loz m02 Loz nz::l \/ﬁ ( T S mO)
== X

= 2V271Ay kR 1 (@ gin L) <
Loz m02 ™ mo/ ™
- kR 1
maw

Dabei ist 4 der Normierungsfaktor fiir die Peakhdhen von Abschnitt 3.5. 4 hdngt nur von
der gewihlten Fensterfunktion ab. x ist fiir kleine Lyyq0/Lm, leicht direkt zu berechnen;
fiir groBe Liuaz/Lm, kann die Summe in y durch ein Integral genihert werden:

[ Lo, /oo F(Lpg - 1) 1 fDmes F(L)
~ dn = ——dL A6
X Lmaw n=1 \/E V Lma,a: Lmg \/E ( )

Der Wert dieses Integrals ist von der verwendeten Fensterfunktion abhingig. Fiir die in
der Arbeit verwendeten F'(L) ist es analytisch auswertbar und es ergibt sich

!Bestimmte Divergenz von a, nach 4oc ist definiert als
an — (f)oo = VE € R dng € NVn > ng an(z)E.
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Rechteckfenster :  yg =2 -2 < XR
Lmax
4 Lie 2 Lmg \*/2
Dreieckfenster : = — —2 0 4= < 0 > < A7
Xb —3 Lmae 3 \Las o (A7)
83v3 -1 Lmg 6 [ L, \>?*
TxR-Fenster : = -2 o+ = . ) <
X enster :  Xr1zR 5 373 7 + 5 < T XTzR

Fir Ly,q: — oo hdngt x nur noch von der gewéhlten Fensterfunktion ab:

Limaz—00 -

XR —— XrR =2
Lmaz—00

o N % =1,33 (A.8)
Limagz—00

XTezR ——— XrTzr = 1,29

Fiir groBe Liaz/Lm, ist & damit proportional zu \/ER/Lya: mo 2. Die so abgeschitz-
ten Maxima von T}, sind in Abbildung 4.3 orange eingezeichnet, die Ubereinstimmung
mit T}y, (blau) ist gut. Die Hohe der Stoérpeaks kann durch 777" nach oben abgeschitzt

werden. Tatsichlich sind die Hohen der Storpeaks etwa & /v/2.
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Anhang B

Numerische Bestimmung der
POT-Eigenwerte

B.1 Bestimmung der Peakpositionen der PO-Summe

Die Peakpositionen der semiklassischen Niveaudichte des Kreisbillards wurden durch einen

gewichteten least-square-fit von ¥°7§ g,f’mo an
imaz
p(k) :==a; Y f(k—"OTk]™) (B.1)
i=1
poT . F

ermittelt. Da die Peakamplituden von g~ sehr gut den quantenmechanischen Entar-
tungen der Niveaus entsprechen (vgl. Abb 4.5), wurde auf das Anpassen der Amplituden
a; verzichtet. Die a; wurden daher gleich der quantenmechanischen Entartung des Zustan-
des i gesetzt. Kleine Fehler der Amplituden sollten aufgrund der Symmetrie der Peaks
die POTmf’mO nicht verschieben, weshalb eine exakte Bestimmung der Amplituden zur Er-
mittlung der Peakpositionen auch nicht notig ist. Fitparameter sind damit gerade die
Peakpositionen POTmf’mO.

Der least-square-fit wurde durch die Minimierung einer quadratischen Abstandsfunktion
POT g, und p(k) realisiert. Diese Abstandsfunktion wird an fest gewéhlten Stiitz-
stellen ausgewertet. Die Berechnung der PO-Summe, die den Rechenaufwand dominiert,
mufl damit nur einmal fiir jede Stiitzstelle durchgefithrt werden. Es wurden jeweils 20
Stiitzstellen dquidistant zwischen den ersten beiden Nebenminima der gemittelten EBK-
Niveaudichte gewihlt. Diese Breite stellt sicher, dafl der Peak von POT(Sg,f’mO innerhalb
der MefSpunkte liegt. Da die Peakpositionen am exaktesten an den Flanken zu ermitteln
sind, wurden die MeB3punkte proportional zur Steigung von POTégf’mO gewichtet. Die Be-
rechnung der Abstandsfunktion wurde in FORTRAN durchgefiihrt. Zur Minimierung der
Abstandsfunktion wurde das Programm MINUIT eingebunden. Alle Berechnungen wurden
in Double Precision , also mit 16 Stellen Genauigkeit, durchgefiihrt.

Im folgenden ist die Kenntnis der absoluten Genauigkeit der Bestimmung der mf’mo
nicht n6tig. Es mufl nur die Abhéngigkeit dieser Genauigkeit von L4, bekannt sein. Die-
se ist durch die Korrelation der Fitparameter und durch den Einflul von nicht in p(k)
beriicksichtigten Peaks bestimmt. Beide Effekte sind proportional zur Verschiebung eines
Peaks durch den Uberlapp mit den Seitenbiindern der Nebenpeaks. Der Abfall der Sei-
tenbénder ist proportional zu Lmax_(ﬁﬂ), wobei 8 nur von der Fensterfunktion abhingt
(vergleiche Kapitel 3.5 auf Seite 21). Die Breite der Peaks ist proportional zu Ly,., . Die

zwischen

POT
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gegenseitige Beeinflussung der Positionen benachbarter Peaks ist damit proportional zu
Lz~ P12 Die zu erwartende Genauigkeit des Fits hat dieselbe Abhéingigkeit:

0 X Ly~ P12 (B.2)

Da die Seitenbinder eines Peaks in Abhéingigkeit von L., eine rasch oszillierende Funk-

tion darstellen (im Vergleich zur Dichte der Stiitzpunkte in L., an denen POT/{?’mO

bestimmt wird), ist eine Streuung der berechneten POTmf’mo zu erwarten. Die Breite die-
ser Verteilung sollte proportional zu Lmam_wH) sein. Dieses Verhalten wird tatséchlich

beobachtet. Vergleiche dazu die Abbildungen auf Seite ix des Anhangs B.3.

B.2 Das Konvergenzverhalten der Peakpositionen

Die POT-Eigenwerte "°Txk; sind die asymptotischen Peakpositionen der POTnf’mo fiir
mo, Limaz — 00, falls dieser Grenzwert unabhéngig von der Fensterfunktion und der Art
des Grenziibergangs ist. Die Verwendung von POT/@ZF’mO fiir grofle, gerade noch zu berech-
nende mg und Ly, als Niherung fiir "°Tx; ist problematisch. Zum einen sind durch
die Rechenkapazitit und -genauigkeit den maximal berechenbaren mg und L,,,, enge
Grenzen gesetzt, zum anderen hat man dann keinerlei Kontrolle iiber das Konvergenzver-
halten. Deshalb wird hier versucht, das Konvergenzverhalten zu bestimmen und aus der
Extrapolation fiir mg, Lpyee — 00 eine Schitzung fiir die POT-Eigenwerte zu gewinnen.
Diese Strategie ist immer dann erfolgreich, wenn die Konvergenz einer bekannten — oder
leicht erkennbaren — analytischen Funktion folgt. Betrachten wir zunéichst den zweiten
Peak, der dem quantenmechanischen Eigenwert (n = 1, ¢ = 1) entspricht. Dabei wird
das TxR-Fenster verwendet. Der EinfluB der Fensterfunktion und des gewéhlten Peaks
auf das Ergebnis wird im Anschlufl behandelt. Zunéichst wird der Einflul von mgy auf
die Peakposition bestimmt. Der Einflufl wird sich als klein herausstellen. Danach wird
die Abhéngigkeit von Ly, ermittelt. Im letzten Schritt wird gepriift, ob die ermittelten
Konvergenzeigenschaften von der gewéahlten Fensterfunktion abhéngig sind.

B.2.1 Einflul von m auf die Peakpositionen

Nach Kapitel 4.4 hat mg nur Einfluf} auf die Stérpeaks. Einer dieser Storpeaks, die aus
Abbildung 4.3 schon bekannt sind, ist in Abbildung B.1 vergréflert dargestellt. Hier wurde
mg = 39, Lpmar = 200, 400 bzw. 800 und das TxR-Fenster gewihlt. Dieser Storpeak ist
fir alle Storpeaks mit mg > 8 typisch!. Um ihn isoliert betrachten zu koénnen, wurden
zuniichst die Hauptpeaks nach Gleichung 4.12 subtrahiert. Diese Differenz (die in Abbil-
dung 4.6 dargestellt ist) wurde noch vom lineare Anteil des ,,Sigezahns® befreit.

Im linken Diagramm erkennt man, daf die Peakhéhen proportional zu 1/v/Lpq, sind. Das
entspricht der in Gleichung A.5 hergeleiteten Abhingigkeit. Die Ausschnittvergrofferung
(rechtes Bild) zeigt, dal die langreichweitigen Peakauslidufer aber proportional zu 1/Ly,qs
sind. Der gesamte Peak skaliert noch mit mg 2 wie aus Gleichung 4.11 hervorgeht. Die
langreichweitigen Ausldufer der Storpeaks werden die Positionen der Nachbarpeaks ver-
schieben.

Betrachten wir zunichst die Abh#ngigkeit dieser Verschiebung von mg. Die Hohen der
Storpeaks skalieren mit mg 2. Falls sich die Positionen der Stoérpeaks nicht #indern, ist
die erwartete Verschiebung der Nachbarpeaks durch die Ausldufer daher auch proportio-
nal zu my 2. In Abbildung B.2 sind die POT/@iF’mO fiir das TxR-Fenster mit L, = 100

!Storpeaks zu kleinerem mo werden asymetrisch.
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Abbildung B.1: Der Stirpeak an 3.2535 fiir mq = 39, Lae = 200, 400 bzw. 800.
Die Hauptpeaks nach Gleichung 4.12 und der lineare Anteil des Sigezahns (vgl. Ab-
bildung 4.6) wurden kompensiert. Die Peakhohe ist proportional zu 1//Lpas (linkes
Bild), die langreichweitigen Ausliufer sind proportional 2u 1/Lyq. (rechtes Bild).

in Abhéngigkeit von mg aufgetragen. Dabei wurden Werte fiir my mit einer Schrittwei-
te von Am = 4 berechnet, wodurch die Storpeakpositionen (siehe Gleichung 4.10) etwa
konstant bleiben. Im linken Diagramm ist 1", also der Peak mit (n = 1, = 0) darge-
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Abbildung B.2: Die Differenz der Peakpositionen POTnf’mO und der EBK-Figen-
werte Y°Tk; fir den Peak i =1 (n = 1,4 =0, links) und i =2 (n = 1,{ =1, rechts)
in Abhdngigkeit von der mazimal in der PO-Summe beriicksichtigten Eckenzahl des
primitiven Orbits mg. Die Abhdngigkeit folgt einem maz—Gesetz (graue Linie).

stellt, im rechten f{’mO. Die POT/{f’mO konvergieren gegen einen Grenzwert. Das zeigt, dafl
die Storpeaks die mf’mo tatsédchlich verschieben und die Verschiebung fiir verschwindende
Storpeakhdhe gegen Null geht. An die berechneten Peakpositionen (Punkte) ist jeweils
eine zu my 2 proportionale Funktion angepasst (blaue Linie). Die gute Ubereinstimmung
bestétigt, dal die Verschiebung proportional zu m 2 ist. Der EinfluB der Storpeaks auf
die POTkI st ab mg = 40 Kleiner als 2 - 1076,
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B.2.2 Einflu3 von L,,,, auf die Peakpositionen

Der Einflufl der Stérpeaks skaliert auch mit L,,.,. Die Stérpeakausldufer sind proportio-
nal zu 1/ Ly,qe (Vergleiche Abbildung B.1). Die Breiten der Peaks héingen mit L,q,~ von
Lz ab. Die Verschiebung der Peaks durch die Ausldufer der Stérpeaks ist damit propor-
tional zu Ly >

Damit verschwindet der Einflul der Storpeaks nicht nur mit my — oo, sondern auch fir
beliebiges, festes mg mit Liq, — 00. Da der Wert von mg nur die Storpeaks beeinflufit ist
es moglich, den Grenzwert der Peakpositionen statt fiir mg — oo und L;,q. — o0 auch fiir
festes mg zu bestimmen, wenn man L,,,, gegen unendlich extrapoliert. Da dieser Grenz-
wert einfacher zu bestimmen ist, wird dieser Weg eingeschlagen. Dafiir wurde mo = 39
gewihlt. Der Einflufl der Stérpeaks nach Abbildung B.2 ist dann schon relativ klein und
der Rechenaufwand (der linear mit mg ansteigt) noch vertretbar. Der gewihlte Wert von
39 hat auBlerdem noch den Vorteil, daf} sich die Storpeaks mit keinem der ersten 7 Peaks
iiberlappen.

Fiir die Abhingigkeit der POTFcf’mO von Lp,e, (auBler dem diskutierten Effekt auf die
Storpeaks) gibt es keinen analytischen Anhaltspunkt. Deshalb wird diese Abhingigkeit
empirisch ermittelt.
Abbildung B.3(A1) auf Seite ix zeigt fiir Lyq; = 20...1000 und mo = 39 die Peakposi-
tionen POng M0 (griin).  Sie konvergieren monoton gegen einen Grenzwert (gestrichelte
Linie). Durch die Vergroflerung von Ly, verschieben sich die P°Tx; ab Lyq,; = 100 noch
um etwa 2 - 1074, Das ist um den Faktor 100 mehr als die Verschiebung aufgrund der Un-
terdriickung der Storpeaks, die oben diskutiert wurde. Die Abhéngigkeit der Peakposition
von Lyq. ist also deutlich gréfler als der Einflufl der Stérpeaks.
Zur Bestimmung der funktionalen Abhiingigkeit der Peakpositionen "°Tk; von Lj,,; soll
nun eine Art graphische Taylorentwicklung durchgefiirt werden. Dazu wird der Grenzwert?
co der POT/@ZF’mO mit Ag 1= POTmf’mO — ¢p kompensiert. In Abbildung B.3(A2) ist Ag - Laa
gegen Li,q. aufgetragen. Dieser Wert scheint gegen 0 zu konvergieren. Ay - L?,,, in Ab-
bildung B.3(A3) geht dagegen asymptotisch gegen einen Wert co # 0. Der fithrende Term
in der Abhingigkeit der POTnf’mO von Lyag ist also ¢ + L 2. Kompensiert man diese
Abhéngigkeit mit Ay := POT/{iF’mO — ¢o — €1 Lmaz 2 und betrachtet in Abbildung B.3(A4)
Ao Lyas?, so konvergieren diese Werte gegen c3 # 0. Das zeigt, da8 der nichste Term von
der Ordnung Ly,q, > ist. Ein Term der Ordnung Ly,q..~* (Abbildung B.3(A5)) ist nicht
festzustellen, die Punkte streuen um den Wert 0. In Anhang B.1 wurde die Genauigkeit
der Bestimmung der POTmf’mO diskutiert. Fiir des TxR-Fenster ergab sich eine Propor-
tionalitiit der Genauigkeit zu Ly,., *. Es ist daher wahrscheinlich, dafi die beobachtete
Streuung der Werte in Abbildung B.3(A5) durch die Genauigkeit des Fits der Peakposi-
tionen hervorgerufen wird.
Das Konvergenzverhalten der POT/@f M0 folgt, damit einer Abhingigkeit von L,,., nach
. Ci é
ti(Lmaz) = "k + ch+ —25 + —2= . (B.3)

Lma,m Lma,:r:

Jetzt ist noch zu untersuchen, ob das Konvergenzverhalten von der verwendeten Fenster-
funktion abhéngig ist.

2Die Werte fiir die ¢; werden in Anhang B.3 bestimmt
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Abbildung B.3: Die Konvergenz der POT;{’mU (griin) fir mog = 39. Von oben nach unten
sind sukzessive die Beitrige von Termen Ly, " kompensiert. Hohere Terme als Lonas 2 werden
nicht beobachtet. Aus der Streuung der Datenpunkte sind die effektiven Standardabweichungen der
POTng’mO abgeschitzt (rote Linien). Die angepaften t;(Lmaz) sind als blaue Linien eingezeichnet.

B.2.3 Abhingigkeit des Konvergenzverhaltens von der Fensterfunktion

In Abbildung B.3 sind die Diagramme, mit denen im letzten Abschnitt das Konvergenz-
verhalten fiir das TxR-Fenster ermittelt wurde auch fiir das Dreickfenster (Spalte B) und

ax max
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das Rechteckfenster (Spalte C) gezeigt. Der grofite Unterschied zum TxR-Fenster ist die
Steuung der Datenpunkte: Beim Rechteckfenster ist diese & Lypas 2, beim Dreieckfen-
ster o¢ Lyas . Das bestiitigt die Uberlegungen von Anhang B.1: Die in Anhang B.1
abgeschitzte Genauigkeit der ermittelten Peakpositionen hat genau dieselb Abhéngigkeit
von L., wie die beobachteten Streuungen. Beim Rechteckfenster sind die Streuungen so
groB, daB die Beobachtung des Ly,q, >-Terms schon nicht mehr moglich ist. Ansonsten
wirkt sich die Wahl der Fensterfunktion zwar auf die Werte der c;, nicht jedoch auf die
Form von Gleichung B.3 aus. Die anderen untersuchten Peaks verhalten sich véllig dquiva-
lent, so daff unabhéngig vom Peak und von der Fensterfunktion das Konvergenzverhalten
der Peakposition durch Gleichung B.3 beschrieben werden kann.

B.3 Bestimmung der asymptotischen Peakpositionen

ror . Fimo

In Anhang B.2 wurde gezeigt, da$l sich die Abhéngigkeit der Peakpositionen "°"k;

Lyae durch Gleichung B.3 beschreiben lifit. Diesem Verhalten sind aufgrund von Fit-Un-
genauigkeiten (vergleiche Anhang B.1) Streuungen proportional zu Ly, ~(?+?) iiberlagert.
Zur Bestimmung der POT-Eigenwerte "°"k; wird daher eine Funktion der Form (B.3) mit
gewichtetem least-square-fit an die Peakpositionen angepafit, die in Anhang B.1 berech-
net wurden. Die Gewichtung der Datenpunkte wurde umgekehrt proportional zu ihrer
geschiitzten Genauigkeit, also proportional zu L,,q,?1?) gewiihlt. Beim Fit wurden nur
die Werte mit L;,q; > 100 beriicksichtigt, da fiir zu kleine L,,,, die Peaks selber iiberlap-
pen und dadurch eine starke Korrelation der POT/@iF’mO bewirken, die sich negativ auf die
Genauigkeit auswirkt. Beim Rechteckfenster erscheint es aufgrund der groflen Streuung
nicht sinnvoll, einen L, 3 -Term anzupassen. Fiir dieses Fenster wurde c3 = 0 gesetzt;
fiir die anderen Fensterfunktionen wurden ci, co und c3 angepafit. Die Berechnung der
Abstandsfunktion wurde in FORTRAN durchgefiihrt, zur Minimierung selbst wurde wieder
MinulT eingebunden. Die Rechengenauigkeit war auch hier Double Precision.

Es wurden die ersten 7 Peaks bei mg = 39 bis Ly, = 1000 mit einer Schrittweite
ALq: = 5 gefittet. Diese Rechnung wurde fiir das Rechteck-, das Dreieck- und das
TxR-Fenster durchgefiihrt. Die Ergebnise fiir die ¢y sind in Tabelle 4.6 auf Seite 34 zu-
sammengefafit.

In Abbildung B.3 sind blau die Fitkurven ts(L,,q,) mit eingezeichnet. Die gute Uber-
einstimmung mit den POTFof’mO (griin) bestiitigt die Wahl der Fitfunktion nach Glei-
chung B.3. Zur Abschitzung der Genauigkeit der berechneten ¢; mufl man annehmen,
dafl die Streuung der POT/@f’mO einer Gauss-Verteilung folgt. Kennt man dann die Stan-
dardabweichungen der einzelnen Werte, so kann man daraus die Standardabweichung
der c; bestimmen. Die ,effektive Standardabweichung® der POTﬁg’mO wurden aus den
Abbildung?® B.3(A5,B4,C3) (rote Linien) bestimmt. Damit wurden die in Tabelle 4.6 an-
gegebenen Fehler bestimmt. Diese Fehlerabschitzung kann nur ein grober Anhaltspunkt
sein, da die Unsicherheit in der Wahl der Fit-Funktion ¢;(L;,.,) auf diese Weise nicht
beriicksichtigt werden kann. Die Wahl von ¢;(Lj,4.) nach Gleichung B.3 kann nur durch
die Beobachtungen dieses Anhangs, speziell von Abbildung B.3 gerechtfertigt werden. Des-
halb wurde das Verfahren so ausfiihrlich geschildert.

von

3und analogen Plots fiir die anderen (i # 2) Peaks



Anhang C

Nullstellenbestimmung von {F}

Eine numerische Nullstellenbestimmung benotigt zwei Schritte: Zunéchst wird die Lage der
Nullstelle abgeschétzt. Diese Schitzung wird dann iterativ verbessert, bis die gewiinsch-
te Genauigkeit erreicht ist. Fin schneller Algorithmus fordert daher eine moglichst gute
Schitzung der Nullstelle und eine schnell konvergierende Iteration. Da der hier verwende-
te Algorithmus in beiden Punkten nicht dem Standard-Verfahren entspricht, wird er kurz
vorgestellt.

C.1 Abschitzung der Nullstelle

Zur Interpolation einer Nullstelle der hypergeometrischen Funktion 1 F)(—a,, 1 + ||, o)
werden vier Abschitzungen eingesetzt:

1. Die Nullstellen sind bei Darstellung in /oy, sehr gut linear in [. Die Nullstelle a,
kann daher mit

o~ (2011~ /~ani2)?) (C.1)

abgeschétzt werden.

2. Fiir grofle (—a) ist das asymptotische Verhalten von 1 F} (vergleiche [1])

/ 1 I —11/2
VL (o, 1+ 1], 20) = T(1+ [1])e™0/2. (J;HQCO + amo) '

1 141 T
o (\/2(1 + i)+ day — - Fr+ 4) . (2

Die Lage einer Nullstelle 148t sich damit durch

2
1+ |1 1+ 1
—Qp | = ( T + ﬂ + O5711,l) - J (C3>

’ 2./Tq 2 2
interpolieren.

3. Aus dem asymptotischen Verhalten ergibt sich ein im Grenzwert konstanter Abstand
der Wurzeln der Nullstellen mit steigendem n. Daher ist

s

VOonl = \/Op-1]1— 2\/1‘70 . (C4)
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4. Fiir groe zp und kleine |I|, d.h. im Bereich der Landau-Quantisierung, ist der Null-
stellenabstand etwa 1:

Qpi R op-1—1 (C.5)

Da die unterste Nullstelle der hypergeometrischen Funktion in (—a) monoton in |I| steigt,
ist es zur Bestimmung aller Nullstellen unter einer gegebnen Schranke sinnvoll, zuéchst
alle Nullstellen zu |I| = 0 unter diesem Wert zu bestimmen und dann zu |[| — |I| +1
iiberzugehen. Abschétzung (1) ist bei weitem die exakteste und wird nach Méglichkeit
verwendet, d.h. normalerweise fiir |[| > 2. Andernfalls wird gepriift, welche der Niherun-
gen (2-4) im letzten Schritt n — n + 1 das genaueste Ergebnis geliefert hitte. Diese wird
dann fiir den néchsten Schritt verwendet.

Der starke Zusammenhang zwischen den Eigenwerten fiir verschiedenen Feldstéirken wur-
de bewuft nicht verwendet. Dieser Zusammenhang gibt die Moglichkeit einer einfachen
Uberpriifung der Vollstindigkeit: Fehlende Eigenwerte wiren in Abbildungen wie 5.1 als
Liicken in den Linien erkennbar. Das ist nicht der Fall, das Eigenwertspektrum wurde also
vollstandig berechnet.

C.2 [Iterative Verbesserung der Nullstelle

Die so abgeschiitzte Lage der Nullstelle soll nun iterativ verbessert werden. Dazu sind viele
verschiedene Algorithmen bekannt. Um Instabilitdten der Iteration mit Sicherheit auszu-
schlieBen, wird ein sogenanntes ,,bracketing®“-Verfahren verwendet, d.h. ein Algorithmus,
der stets ein Intervall bestimmt, innerhalb dessen die Funktion das Vorzeichen wechselt.
Durch die gute erste Schéitzung ist es moglich, ein sehr schnell konvergierendes Verfahren
zu verwenden:

Aus dem Intervall [z1,z2], in dem der Vorzeichenwechsel stattfindet und den Funktions-
werten an den Intervallgrenzen [y1,y2], die aus dem letzten Iterationsschritt bekannt sind,
wird die Lage der Nullstelle zunichst durch lineare Interpolation abgeschétzt (vergleiche
Abbildung C.1). Durch der Funktionswert y; an diesem Punkt x; wird eine Gerade mit der

Y5

YT

\J

X5

Abbildung C.1: Der zur iterativen Verbesserung der Null-
stellenschdtzung eingesetzte Algorithmus. Die Bezeichnun-
gen sind im Text erkldrt.

Steigung der Interpolationsgeraden gelegt. Deren Schnittpunkt mit der x-Achse ist x5. An
x40 = 224 — x5 wird 1 F1 nochmals ausgewertet. Das neue Suchintervall ist das Teilintervall,
das innerhalb von [z1, z2] liegt und in dem der Vorzeichenwechsel von 1 F} liegt.
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Dieser Algorithmus benottigt je Iterationsschritt zwei Funktionsaufrufe. Falls das iiberge-
bene Intervall bereits so klein war, dafl die Funktion innerhalb nahezu linear ist, ist dieses
Verfahren sehr effizient. In diesem Fall (fiir den das Verfahren konstruiert ist) ist das neue
Intervall [z, x;]. Dieses Intervall ist dann typischerweise um den Faktor 103 bis 10° klei-
ner als das Ausgangsintervall [z, z2|. Die meisten Nullstellen kénnen so mit ein oder zwei
Iterationen auf 1079 genau bestimmt werden. Dazu sind dann 4-6 Auswertungen von 1 F}
notig.

Wie fiir alle schnellen Verfahren gibt es Spezialfille, in denen sie nicht oder nur sehr lang-
sam konvergieren. Das wird in jedem Schritt iiberpriift. Falls ein solcher Fall eintritt, wird
zum Intervallhalbierungsverfahren gewechselt. Das Intervallhalbierungsverfahren ist das
schnellste Vorgehen, das seine Konvergenzgeschwingigkeit auch unter ungiinstigen Bedin-
gungen garantiert. Fiir eine Verkleinerung des Suchintervalls um den Faktor 10° sind dann
allerdings iiber 20 Berechnungen von 1 F; nétig. Falls das Intervallhalbierungsverfahren ein
gut lineares Verhalten im Suchintervall feststellt, wird daher wieder zum anderen Algo-
rithmus gewechselt.

Zur Berechnung der hypergeometrischen Funktion 1 F7 wurde die in MATHEMATICA inte-
grierte Routine verwendet.
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